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 ملخص البحث:

لحل معادلة ريكاتي غير الخطية  (𝐿𝑊𝑀)تم في هذا البحث تطبيق مصــفوفة مويجات ليجندر 
حل هذه والتطبيقية. لفي معظم العلوم وخاصــة الهندســية  الكســرية، لهذه المعادلة أهمية واســعة ومفتوحة

طت حيث أع المعادلات الجبرية باســـــــــــــتخدام مصـــــــــــــفوفة مويجات ليجندرالمعادلة ثم تحويلها إلى نظام 
 أقل. اً حسابي اً فضل وجهدأنتائج أكثر دقة وأداء 

 التحقق منه.ودراسة شرط التقارب و كما تم دراسة الوجود والوحدانية لحل المعادلة المقترحة 

الحســــــاب التفاضــــــلي الكســــــري، معادلة ريكاتي التفاضــــــلية ذات الرتب الكســــــرية، حل  كلمات مفتاحية:
لاشــــتقاق ليوفل، ا-المعادلات التفاضــــلية الكســــرية، مويجات ليجاندر، الاشــــتقاق الكســــري بمفهوم ريمان

 الكسري بمفهوم كابوتو.
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Solving a Riccati Fractional Differential Equation by Using Legendre Wavelet 

Prepared by: 

Mr. Dima Boulad      Dr. Mohamed Nidal Al-Khatib      Dr. Kamal Bakour 

Abstract: 

 A Legendre wavelet operational matrix method (LWM) presented for the 

solution of nonlinear fractional order Riccati differential equations, having variety of 

applications in engineering and applied science. The fractional order Riccati 

differential equations converted into a system of algebraic equations using Legendre 

wavelet operational matrix. Solutions given by the proposed scheme are more 

accurate and reliable and they are compared with recently developed numerical, 

analytical and stochastic approaches. Comparison shows that the proposed  LWM 

approach has a greater performance and less computational effort for getting accurate 

solutions. Further existence and uniqueness of the proposed problem are given and 

moreover the condition of convergence is verified. 

Keywords: Fractional Calculus, Fractional order Riccati differential equation, 

Solution, Solving fractional differential equations, Legendre wavelet, Riemann -

Liouville fractional derivative, Caputo  fractional  derivative. 
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Legendre Dalgacık Matrisi Kullanarak Ricati Kesirli Diferansiyel Denklemini 

Çözme 

Hazırlayanlar: 

Öğr. Gör. Dima Bolad      Dr. Mohammed Nidal Al-Hatib      Dr. Kemal Bakkur 

 

Özet: 

Bu yazıda, kesirli lineer olmayan Ricati denklemini çözmek için Legendre 

Dalgacık Matrisi (LWM) uygulanmıştır. Bu denklem çoğu bilimde, özellikle 

mühendislik ve uygulamalı bilimlerde geniş ve açık bir öneme sahiptir. Araştırmanın 

amacı, bu denklemi çözmek ve daha sonra Legender'ın dalgacık matrisini kullanarak 

daha doğru sonuçlar, daha iyi performans ve daha az hesaplama gücü veren bir 

cebirsel denklemler sistemine dönüştürmektir. 

Önerilen denklemi çözmek için varlık ve birlik de çalışılmış ve yakınsama koşulu 

incelenmiş ve doğrulanmıştır. 

Anahtar kelimeler  : Kesirli diferansiyel hesap, kesirli mertebelerden Ricati 

diferansiyel denklemi, kesirli diferansiyel denklemlerin çözümü, Wavelet of 

Legendre, Riemann-Leuvel konseptine göre kesirli türev, Caputo kavramıyla kesirli 

türev. 
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 مقدمة:

محط اهتمام العديد من الباحثين في مختلف  (𝐹𝐶)أصــبح حســاب التفاضــل والتكامل الكســريين 
-من الفائدة في اســــــتخدام حســــــاب التفاضــــــل اً كبير  اً ظهر قدر أ، حيث تخصــــــصــــــات العلوم والتكنولوجيا

وتمثيل هذا النمط في   [1]ري في النمذجة والتحكم في العديد من الأنظمة الديناميكية التكامل الكســــــــــــــ
 مجال التردد من خلال وظائف التحويل غير المنطقية.

، لذلك سريةذات الرتب الكتتمثل إحدى الصعوبات الرئيسية في كيفية حل المعادلات التفاضلية  
، طريقة [2] (𝐴𝐷𝑀) حلل وهي الطريقة الأكثر شــيوعا طريقة الت مثل تم اقتراح بعض التقنيات لحلها

، طريقة ســـــــلســـــــلة [4] (𝐹𝐷𝑇𝑀)، طريقة التحويل التفاضـــــــلي الجزئي [3] (𝑉𝐼𝑀) التكرار المتغير 
طريقة الفروق الجزئية ، 𝐻𝑜𝑚𝑜𝑡𝑜𝑝𝑦 [7]، طريقة  [6]، طريقة المصـــــــــفوفة التشـــــــــغيلية [5]الطاقة 

(𝐹𝐷𝑀) [8] ، ًبالرغم من وجود كل [9]بعض الحلول التقليدية مثل طريقة لابلاس  وهناك أيضــــــــــــــا ،
يبقى الأســـــــــهل ولم يســـــــــلط  (𝐿𝑊𝑀)مويجات ليجندر  تطبيق طريقةهذه الطرق المختلفة للحل إلا أن 

 عليه الضوء.

، ســــــــواءً على معادلات (𝐿𝑊𝑀)في هذا البحث غايتنا توســــــــيع تطبيق طريقة مويجات ليجندر 
 خطية وغير خطية، وعلى معادلة ريكاتي التفاضلية ذات الرتب الكسرية. كسريةلية تفاضلية أو تكام

 على تحويل معادلة ريكاتي التفاضــــــــلية الكســــــــرية (𝐿𝑊𝑀)مويجات ليجندر حيث تعمل طريقة 
 إلى جملة معادلات جبرية غير خطية يمكن حلها بسهولة وتعطي أجوبة دقيقة.

ر ، ثم ســــنعرف طريقة تمديد تابع باســــتخدام مويجات ليجندســــنبدأ بالتذكير بكثيرات حدود ليجندر
لعمليات ا ســـنعرف مصـــفوفةو خطية وغير خطية، كســـرية ذات رتب معادلات تفاضـــلية تكاملية في حل 

 طية.غير الخ الكسريةلنتوصل أخيرا لحل معادلة ريكاتي التفاضلية  للتكامل لمويجات ليجندر

ــــــــى وســــــــنعرف التكامــــــــل والتفاضــــــــل الكســــــــريين بالاع 𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛مفهــــــــوم تمــــــــاد عل − 𝐿𝑖𝑜𝑢𝑣𝑖𝑙𝑙𝑒 
 .𝐶𝑎𝑝𝑢𝑡𝑜ليوفل وبالاعتماد على مفهوم كابوتو  –ريمان 
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 أهمية البحث وأهدافه:

يهدف هذا البحث إلى دراســــة معادلة ريكاتي التفاضــــلية ذات الرتب الكســــرية مع شــــروط ابتدائية 
لة الســـــــــــــــابق ذكرها إلى جملة معادلات جبرية غير معطاة معنا من خلال تقديم طريقة لتحويل المعاد

خطية باســــــــــــــتخدام طريقة مويجات ليجندر. إن الحلول العددية التقريبية التي ســــــــــــــتنتج عن حل جملة 
المعادلات الجبرية تعد في غاية الأهمية، لأنها تمكن الباحثين من فهم ســــــــــــــلوك الظواهر الفيزيائية أو 

 لية لها.التنبؤ بالنتائج المستقبالكيميائية و 

 طرائق البحث ومواده:

يندرج هذا البحث تحت اختصـــــــــــــــاص التحليل التابعي والمعادلات التفاضــــــــــــــلية والجبر الخطي 
لة الحل الدقيق للمعاد لياتآلكســــــــــــــرية لتطوير ويوظفها لمعالجة المعادلات التفاضــــــــــــــلية ذات الرتب ا

 المدروسة.

(𝒊 انالتكامل والتفاضل الكسري 

 :Fractional Differential Calculusحساب التفاضلي الكسري مفاهيم أساسية في ال -1

 سنتعرف على تعاريف أساسية بمفهوم التفاضل الكسري 

 [𝟏𝟏] تعريف: -2

,0)معــــــــرف علــــــــى المجــــــــال  𝑓(𝑡)يقــــــــال عــــــــن تــــــــابع حقيقــــــــي   𝑇]  أنــــــــه ينتمــــــــي إلــــــــى الفضــــــــاء
𝐶𝛾[0, 𝑇]   حيث𝛾 ∈ 𝑅 إذا وجد عدد حقيقي ،𝑝 > 𝛾  يحقق أن 

𝑓(𝑡) = 𝑡𝑝𝑓1(𝑡)    ;  𝑓1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇]                                                                (1) 

 وعندئذ نجد أن

𝑓 ∈ 𝐶𝛾
𝑛[0, 𝑇]   ⟺   𝑓1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇]                                                                  (2) 

 تعريف : -3

 من المرتبة 𝐶𝑎𝑝𝑢𝑡𝑜  𝐹𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙  𝐷𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒شتقاق كابوتو الكسري يعرف ا

 𝛼 > 𝑢لدالة   0 ∈ 𝐶𝛾
𝑛[0, 𝑇]   حيث𝛾 ≥ 𝑛وكذلك  1− = [𝛼] +  ، مع العلم أن الرمز  1
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[𝛼]   يعني القسم الصحيح للعدد𝛼 الآتية، بالعلاقة: 

𝑑𝛼𝑢(𝑡)

𝑑𝑡𝛼
= 𝐽0+

𝑛−𝛼 (𝑢(𝑛)(𝑡))

=

{
 
 

 
 1

(𝑛 − 𝛼)
∫

𝑢(𝑛)(𝑠)

(𝑡 − 𝑠)𝛼+1−𝑛
𝑑𝑠

𝑡

0

;   0 < 𝑡 ≤ 𝑇 , 𝛼 ∉ ℕ

𝑑𝛼𝑢(𝑡)

𝑑𝑡𝛼
                                       ;    𝛼 = 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0}

(3) 

ة ليمكن ملاحظة أنه لحســـــــــــاب قيمة المشـــــــــــتق الكســـــــــــري في نقطة ما، فإنه يتوجب أخذ قيم الدا
,0]المعنية منذ اللحظة الابتدائية، ويبدو ذلك في التعريف من خلال التكامل على المجال  𝑡] وهذا ،

 [𝟏𝟏] مايدعى بالخاصة اللامحلية للمؤثر الكسري أو تأثير الذاكرة.

 [𝟏𝟐]تعريف:  -4

 ليوفيل -يعرف التفاضل الكسري بمفهوم ريمان

𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛 − 𝐿𝑖𝑜𝑢𝑣𝑖𝑙𝑙𝑒  بحيث 𝛼, 𝑎, 𝑡 ∈ ℝ , 𝛼 > 0, 𝑡 > 𝑎 , 𝑛 ∈ ℕ 

𝐷∗
𝛼𝑓(𝑡) =

{
 
 

 
 1

(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
∫

𝑓(𝜏)

(𝑡 − 𝜏)𝛼+1−𝑛
𝑑𝜏

𝑡

𝑎

   ; 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡)                                                          𝛼 = 𝑛 ∈ ℕ

                 (4) 

 [𝟏𝟐] تعريف: -5

𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛ليوفيـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل الكســـــــــــــــــــــــــــــــــــــــري -يعـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــرف تكامـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل ريمـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــان −

𝐿𝑖𝑜𝑢𝑣𝑖𝑙𝑙𝑒 𝐹𝑟𝑎𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝐼𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 

𝛼من المرتبة    ≥ 𝑎بحيث    0 ≥  بالعلاقة:  0

J𝑎
𝛼𝑓(𝑥) =

1

(𝛼)
∫(𝑥 − 𝑡)𝛼−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡 

𝑥

𝑎

  ; 𝑥 > 0                                                  (5) 

J𝑎
0𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)                                                                                                          (6) 
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 بسهولة نجد أن 

𝐽0𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)                                                                                                          (7) 

𝛼وكذلك في حالة  > 𝛽و  0 >  نجد 1−

𝐽𝛼(𝑡 − 𝛼)𝛽 =
(𝛽 + 1)

(𝛼 + 𝛽 + 1)
(𝑡 − 𝛼)𝛼+𝛽                                                              (8) 

  [𝟏𝟑]نتيجة: -6

,𝛽في حالة  𝛼 > 0 

𝐽𝛼 (𝐽𝛽𝑓(𝑡)) = 𝐽𝛽(𝐽𝛼𝑓(𝑡)) = 𝐽𝛼+𝛽𝑓(𝑡)                                                               (9) 

 [𝟏𝟑]نتيجة: -7

𝐷𝑛(𝐷𝛼𝑓(𝑡)) = 𝐷𝛼(𝐷𝑛𝑓(𝑡)) = 𝐷𝑛+𝛼𝑓(𝑡)                                                       (10) 

 [𝟏𝟑]نتيجة: -8

𝐽𝛼(𝐷𝛼𝑓(𝑡)) = 𝑓(𝑡) −∑𝑓(𝑘)(0)
𝑡𝑘

𝑘!

𝑛−1

𝑘=0

                                                               (11) 

 ولدينا:

𝐷𝛼 (𝐽𝛽𝑓(𝑡)) = 𝐷𝛼−𝛽𝑓(𝑡)                                                                                     (12) 

 [𝟏𝟑]نتيجة:  -9

𝛼حسب تعريف التفاضل الكسري بمفهوم كابوتو برتبة  > 0  

𝛼حيـــــــــــــــــــــــــــث  ∈ ℝ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 ;  𝑛 ∈ ℕ ;  و𝑓: (0,∞) → ℝ  ،تـــــــــــــــــــــــــــابع مســـــــــــــــــــــــــــتمر
 بالعلاقة

𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝐽𝑛−𝛼 (
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡))                                                                             (13) 

 



 
 

   309 
 

 [𝟏𝟑]تعريف:  -10

𝛼ن تعريف التفاضل الكسري بمفهوم كابوتو برتبة إ > 0  

𝛼حيــــــــــــــــــــــث  ∈ ℝ 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 ;  𝑛 ∈ ℕ ;  و𝑓: (0,∞) → ℝ  ،تــــــــــــــــــــــابع مســــــــــــــــــــــتمر
 بالعلاقة

𝐷𝛼𝑓(𝑡) = 𝐽𝑛−𝛼 (
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡))                                                                             (14) 

(𝒊𝒊 [𝟐𝟕] ندر:كثيرات حدود ليج 

 تعطى بالعلاقة: 𝑃𝑛(𝑥)يرمز لها  [1,1−]وهي كثيرات الحدود المعرفة على الفترة 

𝑃0(𝑥) = 1, 𝑃𝑛(𝑥) = ∑(−1)𝑘
(2𝑛 − 2𝑘)!

2𝑛𝑘! (𝑛 − 𝑘)! (𝑛 − 2𝑘)!
(2𝑥)𝑛−2𝑘

[
𝑛
2
]

𝑘=0

  ; 𝑛

≥ 1  (15) 

]يث الرمز  ح  يعني الجزء الصحيح لما داخله. [

 لدينا     

𝑃0(𝑥) = 1 

𝑃1(𝑥) = 𝑥 

𝑃2(𝑥) =
1

2
(3𝑥2 − 1) 

𝑃3(𝑥) =
1

2
(5𝑥3 − 3𝑥) 

𝑃4(𝑥) =
1

8
(35𝑥4 − 30𝑥2 + 3) 

𝑃5(𝑥) =
1

8
(63𝑥5 − 70𝑥3 + 15𝑥) 
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 وهي ممثلة في الشكل التالي:

 

 كثيرات حدود ليجاندر تمثيل لبعض

 ملاحظة:   -11

 (16) ندر بالعلاقة:يمكن التعبير عن كثيرات حدود ليج

𝑃0(𝑥) = 1, 𝑃𝑛(𝑥) = ∑(−1)𝑘
(2𝑛 − 2𝑘)!

22𝑘𝑘! (𝑛 − 𝑘)! (𝑛 − 2𝑘)!
(𝑥)𝑛−2𝑘

[
𝑛
2
]

𝑘=0

  ; 𝑛

≥ 1 

 ندر بالاَتقاق:تعريف كثيرات حدود ليج -12

𝑥ندر من أجل يجتعطى كثيرات حدود ل ∈  بعلاقة رودريدج [1,1−]

𝑃𝑛(𝑥) =
1

2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥2 − 1)𝑛  ; 𝑛 ≥ 0                                                                (17) 
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 ملاحظة: -13

,𝑎]يمكن تعريف كثيرات حدود ليجندر على المجال  𝑏]:بالعلاقة 

𝑃𝑛(𝑥) =
1

2𝑛𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
[(𝑥 − 𝑎)𝑛(𝑥 − 𝑏)𝑛]   ; 𝑛 ≥ 0                                             (18) 

,[𝟏𝟒]مويجات ليجندر: -14 [𝟏𝟓], [𝟏𝟔], [𝟏𝟕] 

 :الآتيةوتعطى بالمساواة  𝜓𝑛𝑚(𝑥)سنرمز لها بالرمز 

𝜓𝑛𝑚(𝑥)

= {(
2𝑚 + 1

2
)
1 2⁄

2𝑘 2⁄ 𝑃𝑚(2
𝑘𝑥 − 𝑛̂)  ;  

𝑛̂ − 1

2𝑘
≤ 𝑥 ≤

𝑛̂ + 1

2𝑘

0                                                         ;   𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒  

             (19) 

𝑚حـــــــيـــــــث   = 0,1,2, … ,𝑀 − 𝑛و   1 = 1,2,… , 2𝑘−1    و𝑛̂ = 2𝑛 − 𝑘و   1 =

1,2,… , 𝑛̂ 

كثير حدود ليجندر ذات الرتبة  𝑃𝑚(𝑥)عدد موجب ثابت،  𝑀ثير حدود ليجندر و هو رتبة ك 𝑘حيث 
𝑚 

 مثال عددي تطبيقي: -15

𝑘بوضع  = 𝑀و  2 = 3 

 0 ≤ 𝑡 <
1

2
 ;

{
 

 
𝜓10 = 21 2⁄                                        

𝜓11 = 61 2⁄ (4𝑡 − 1)                        

𝜓12 = (10)1 2⁄ [
3

2
(4𝑡 − 1)2 −

1

2
]
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𝑓(𝑥)إن التابع  ∈ 𝐿2[0,1)  :ممكن أن يتمدد بمويجات ليجندر كما هو موضح 

𝑓(𝑥) = ∑ ∑ 𝑐𝑛𝑚𝜓𝑛𝑚(𝑥)

∞

𝑚=0

∞

𝑛=1

                                                                                (20) 

𝑐𝑛𝑚حيث   =< 𝑓(𝑥),𝜓𝑛𝑚(𝑥) >   

 بالشكل:وإذا كانت السلاسل في العلاقة السابقة محدودة عندها تكتب العلاقة السابقة 

𝑓(𝑥) = ∑ ∑ 𝑐𝑛𝑚𝜓𝑛𝑚(𝑥)

𝑀−1

𝑚=0

2𝑘−1

𝑛=1

= 𝑐𝑇ψ(𝑥)                                                            (21) 

,ψ(𝑥)حيث  𝐶     هما𝑚̂ = 2𝑘−1  :(22) شعاع عمودي يعطى بالشكل 

 𝐶 = [𝑐10, 𝑐11, … , 𝑐1𝑀−1, 𝑐20, 𝑐21, … , 𝑐2𝑀−1, … , 𝑐2𝑘−10, 𝑐2𝑘−11, … , 𝑐2𝑘−1𝑀−1]
𝑇 

ψ(𝑥)

= [𝜓10, 𝜓11, … , 𝜓1𝑀−1, 𝜓20, 𝜓21, … , 𝜓2𝑀−1, … , 𝜓2𝑘−10, 𝜓2𝑘−11, … , 𝜓2𝑘−1𝑀−1]
𝑇 

 بالشكل: (20)للتبسيط نكتب العلاقة 

𝑓(𝑥) ≈∑𝑐𝑖𝜓𝑖(𝑥)

𝑚̂

𝑖=1

= 𝐶𝑇ψ(𝑥)                                                                           (23) 

𝜓𝑖حيث   = 𝜓𝑛𝑚    و𝑐𝑖 = 𝑐𝑛𝑚   يتم تحديد المؤشر𝑖 بالعلاقة 

  𝑖 = 𝑀(𝑛 − 1) +𝑚 +  وبالتالي نكتب:  1

𝐶 = [𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑀, 𝑐𝑀+1, … , 𝑐2𝑀, … , 𝑐𝑀(2𝑘−1−1)+1, … , 𝑐𝑚̂]
𝑇
                         (24) 

ψ(𝑥) = [𝜓1, 𝜓2, … , 𝜓𝑀, 𝜓𝑀+1, … , 𝜓2𝑀, … , 𝜓𝑀(2𝑘−1−1)+1, … , 𝜓𝑚̂]
𝑇
           (25) 
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,𝑢(𝑥ويتم تمديد التوابع الكيفية التابعة لمتغيرين  𝑦)  0,1]معرفة على طول المجال) × [0,1) 
 باستخدام مويجات ليجندر بالعلاقة:

𝑢(𝑥, 𝑦) ≈∑∑𝑢𝑖𝑗𝜓𝑖(𝑥)𝜓𝑗(𝑦)

𝑚̂

𝑗=1

𝑚̂

𝑖=1

= ψ𝑇(𝑥)𝑈ψ(𝑦)                                          (26) 

𝑈حيث   = [𝑢𝑖𝑗]    و𝑢𝑖𝑗 =< 𝜓𝑖(𝑥),< 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝜓𝑗(𝑦) >> . 

 مبرهنة: -16

 محدود وكذلك مشتقه الثاني أي أن: [0,1]المعرف على  𝑓(𝑥)التابع 

|𝑓′′(𝑥)| ≤ 𝑀̂                                                                                                            (27) 

 𝑓(𝑥)عندئذٍ يمكن تمديده كمجموع لمويجات ليجندر، والسلسلة تتقارب بشكل موحد للتابع 

𝑓(𝑥) = ∑ ∑ 𝑐𝑛𝑚

∞

𝑚=0

∞

𝑛=1

𝜓𝑛𝑚(𝑥)                                                                                (28) 

𝑐𝑛𝑚حيث   =< 𝑓(𝑥),𝜓𝑛𝑚(𝑥) > 

 مبرهنة: -17

,𝑢(𝑥إذا كانـــــــــت التوابـــــــــع المســـــــــتمرة  𝑦)  0,1]المعرفـــــــــة علـــــــــى المجـــــــــال) × وتحقـــــــــق  (0,1]
 عليه مايلي:

|
𝑑4𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑑𝑥2𝑑𝑦2
| ≤ 𝑀̂                                                                                                      (29) 

,𝑢(𝑥عندئذٍ يمكن تمديد  𝑦) .كمجموع لمويجات ليجندر، والسلسلة تتقارب بشكل وحيد له 
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,[𝟏𝟖]مصفوفة العمليات للتكامل لمويجات ليجندر: -18 [𝟏𝟗] 

ــــــة علــــــى المجــــــال  ــــــع القطــــــع النبضــــــية المعرفــــــة  [0,1]بأخــــــذ مجموعــــــة توابــــــع معرف نجــــــد تواب
 بالعلاقة:

𝑏𝑖(𝑥) = {
1   ; 𝑖ℎ ≤ 𝑥 < (𝑖 + 1)ℎ   ; 𝑖 = 0,1,2,… , 𝑚̂ − 1
0   ; 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒                                                      

                               (30) 

𝑚̂حيث  = 0,1,2, ℎو    … = 1 𝑚̂⁄  ، 

 .((𝑏𝑖(𝑥)بدلًا من  𝜑𝑖(𝑥)المراجع يرمز لها بــ   ))في بعض

 لنوضح خواص توابع القطع النبضية:

𝑏𝑖(𝑥)𝑏𝑗(𝑥) = {
0         ; 𝑖 ≠ 𝑗                             

𝑏𝑖(𝑥)   ; 𝑖 = 𝑗                               
                                                 (31) 

 وكذلك

∫𝑏𝑖(𝑥)𝑏𝑗(𝑥)𝑑𝑥

1

0

= {

0         ; 𝑖 ≠ 𝑗                             
1

𝑚̂
   ; 𝑖 = 𝑗                               

                                          (32) 

𝐵(𝑥)لتكن    = [𝑏0(𝑥), 𝑏1(𝑥), … , 𝑏𝑚̂−1(𝑥)]
𝑇   

 وكذلك

𝐵𝑚(𝑥). [𝐵𝑚(𝑥)]
𝑇 = [

𝑏1(𝑥) ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝑏𝑚(𝑥)

]                                                      (33) 

 فيكون 

𝐽𝛼(𝐵(𝑥)) ≈ 𝐹𝛼𝐵(𝑥)                                                                                              (34) 
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ــــــث  تســــــمى مصــــــفوفة العمليــــــات للتكامــــــل الكســــــري لتوابــــــع القطــــــع النبضــــــية، وتكتــــــب  𝐹𝛼حي
 بالشكل:

𝐹𝛼 = ℎ
𝛼

1

Γ(𝛼 + 2)

[
 
 
 
 
1 𝜉1 𝜉2 ⋯ 𝜉𝑚−1
0 1 𝜉1 ⋯ 𝜉𝑚−2
0 0 1 ⋯ 𝜉𝑚−3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1 ]

 
 
 
 

                                                    (35) 

 حيث:

𝜉𝑘 = (𝑘 + 1)
𝛼+1 − 2𝑘𝛼+1 + (𝑘 − 1)𝛼+1 ; 𝑘 = 1,2,… , 𝑚̂ − 1 

 وبالتالي فإن العلاقة بين توابع القطع النبضية ومويجات ليجندر هي:

ψ(𝑥) = Φ𝐵(𝑥)                                                                                                       (36) 

 حيث 

Φ = [ψ(𝑥0),ψ(𝑥1),… ,ψ(𝑥𝑚̂−1)]  ; 𝑥𝑖 = 𝑖 𝑚̂⁄   ; 𝑖 = 0,1,… , 𝑚̂ − 1 

 لمويجات ليجندر، أي: كسريةعبارة عن عمليات تكاملية   Jαإذا  

𝐽𝛼ψ(𝑥) ≈ 𝑃𝛼ψ(𝑥)                                                                                                  (37) 

 تسمى مصفوفة العمليات التكاملية الكسرية لمويجات ليجندر 𝑃𝛼حيث 

 نجد: (34)(36)بالاستفادة من العلاقتين  

𝐽𝛼ψ(𝑥) ≈ 𝐽𝛼Φ𝐵(𝑥) = Φ𝐽𝛼𝐵(𝑥) ≈ Φ𝐹𝛼𝐵(𝑥)                                               (38) 

 يمكننا استنتاج أن: (38)(37)لاقات من الع

𝑃𝛼ψ(𝑥) = 𝑃𝛼Φ𝐵(𝑥) = Φ𝐹𝛼𝐵(𝑥)                                                                    (39) 
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 هي 𝑃𝛼وبالتالي نستنتج أن قيمة 

𝑃𝛼 = Φ𝐹𝛼Φ−1                                                                                                        (40) 

(𝒊𝒊𝒊  [𝟐𝟎]غير الخطية من نوع ريكاتي: الكسريةحل المعادلة التفاضلية, [𝟐𝟏] 

في هذا القســـــــــم ســـــــــوف نســـــــــتخدم مويجة ليجندر المعممة ذات المصـــــــــفوفة لحل معادلة ريكاتي 
𝑅𝑖𝑐𝑐𝑎𝑡𝑖  وســـــــــنناقش وجود الحلول وتفردها مع الشـــــــــروط الأولية غير الخطيةالكســـــــــرية التفاضـــــــــلية ،

 رب لنهج مويجات ليجندر المدروسة.ومعايير التقا

 غير الخطية من نوع ريكاتي: الكسريةتعريف المعادلة التفاضلية  -19

 )كسورية( تعطى بالعلاقة:من نظام غير صحيح إن معادلة ريكاتي التفاضلية 

𝐷𝛼𝑦(𝑡) = 𝑃(𝑡)𝑦2 + 𝑄(𝑡)𝑦 + 𝑅(𝑡)  ; 𝑡 > 0, 0 < 𝛼 ≤ 1                                 (41) 

 والتي تخضع للشرط الأولي

 𝑦(0) = 𝑘                     (42). 

𝛼من الواضــــــــــــــح أنه في حالة  = إلى معادلة ريكاتي التفاضــــــــــــــلية  (41)تتحول المعادلة  1
 الكلاسيكية.

 الكسرية:ريكاتي التفاضلية حل معادلة  -20

( بــاســــــــــــــتخــدام يتم تقريبهــا )تمــديــدهــا 𝑅(𝑡)و  𝐷𝛼𝑦(𝑡)  ,𝑃(𝑡)  ,𝑄(𝑡)أن التوابع  لنفرض 
 مويجات ليجندر كالتالي:

𝐷𝛼𝑦(𝑡) = 𝑈𝑇Ψ(𝑡) , 𝑃(𝑡) = 𝑉𝑇Ψ(𝑡) , 𝑄(𝑡) = 𝑊𝑇Ψ(𝑡) , 𝑅(𝑡) = 𝑋𝑇Ψ(𝑡) (43) 

,𝑈  حيث 𝑉,𝑊, 𝑋,Ψ(𝑡)   نجد: (2.11)تماد وبالاع(4.4) معطاة بالعلاقة 

𝑦(𝑡) = 𝐽𝛼(𝐷𝛼𝑦(𝑡)) − 𝑦(0)                                                                             (44) 

 نجد (44)و  (28)و  (37)من العلاقات 

𝑦(𝑡) ≈ 𝑈𝑇𝑃𝛼Ψ(𝑡) + 𝑌0
𝑇Ψ(𝑡) = 𝐶𝑇Ψ(𝑡)                                                          (45) 



 
 

   317 
 

 حيث :

𝑦(0) = 𝑘 ≈ 𝑌0
𝑇Ψ(𝑡) , 𝐶 = (𝑈𝑇𝑃𝛼 + 𝑌0

𝑇)𝑇                                                 (46) 
 فنجد (41)في العلاقة  (43) و  (45)نبدل العلاقات 

𝑈𝑇Ψ(𝑡) = 𝑉𝑇Ψ(𝑡)[𝐶𝑇Ψ(𝑡)]2 +𝑊𝑇Ψ(𝑡)𝐶𝑇Ψ(𝑡) + 𝑋𝑇Ψ(𝑡)                      (47) 
 نجد (47)في العلاقة  (36)بتعويض العلاقة 

𝑈𝑇Φ = 𝑉𝑇[𝐶𝑇Φ]2 +𝑊𝑇𝐶𝑇 Φ + 𝑋𝑇                                                                 (48) 

,𝐶حيث  𝑉,𝑊,Φ .معروفة 

 . 𝑈ثل نظام المعادلات غير الخطية مع متجه غير معروف تم (48)إن المعادلة 

 باستخدام أي طريقة نراها مناسبة.ويمكن حل هذا النظام من المعادلات غير الخطية بسهولة 

 الكسرية:لمعادلة ريكاتي التفاضلية  وجود ووحدانية الحلول -21

 تعريف:

𝐼ليكن  = [0, 𝑙] ; 𝑙 < تمرة المعرفة على المجال ع المســــــبصــــــف جميع التوا 𝐶(𝐼)وليكن   ∞
𝐼    :وفق المعيار 

||𝑦|| = 𝑠𝑢𝑝
𝑡∈𝐼
|𝑒−ℎ𝑡𝑦(𝑡)| ; ℎ > 0                                                                             (49) 

)كســـــــــــــورية( من نظام غير صـــــــــــــحيح هو الحل لمعادلة ريكاتي التفاضـــــــــــــلية  𝑦(𝑡)لنفترض أن 
, (42)لمعادلتين والمحقق ل 𝑆ينتمي إلى الفضــــــــــــــاء  (41) = {𝑦 ∈ ℝ ; |𝑦| ≤ 𝑐 ; 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡} 

 .(41)وذلك من أجل ضمان وجود حل وتفرده للمعادلة 

 تعريف: -22

𝐼والمعرفة على المجال  𝐿1[0,1]يعرف الفضاء التوابع القابلة للمكاملة  = [0, 𝑙] :بالشكل 

𝐿1[0,1] = {u(t); ∫|𝑢(𝑡)|𝑑𝑡

𝑙

0

< ∞}                                                                   (50) 
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 [𝟏𝟑]مبرهنة: -23

, (3.3.2)الحل الوحيد الذي يحقق كلا المعادلتين   الذي يحقق: 𝑦(𝑡) هو (3.3.1)

𝑦 ∈ 𝐶(𝐼) , 𝑦′ ∈ 𝑋 = {𝑦 ∈ 𝐿1[0,1], ||𝑦|| = ||𝑒
−ℎ𝑡𝑦(𝑡)||

𝐿1
}                           (51) 

 [𝟏𝟑]ملاحظة: -24

 بالشكل: (41)يمكن أن تكتب المعادلة التفاضلية  (13)بالاعتماد على العلاقة 

𝐽1−𝛼
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑃(𝑡)𝑦2 + 𝑄(𝑡)𝑦 + 𝑅(𝑡)  ; 𝑡 > 0, 0 < 𝛼

≤ 1                            (52) 

 فتصبح

𝑦(𝑡) = 𝐽𝛼(𝑃(𝑡)𝑦2 + 𝑄(𝑡)𝑦 + 𝑅(𝑡) )                                                                 (53) 

𝑦(𝑡)إن هذا الحل هو حل وحيد بحيث  ∈ 𝐶(𝐼)  .وذلك بالاعتماد على المبرهنة السابقة 

 تطبيقات عددية: -25

ظهار فعالية تطبيق مويجات ليجندر ســـــــنقوم بتطبيقها على معادلة ريكاتي التفاضـــــــلية إمن أجل 
 انتك التكاملية الكســــرية ســــواء –اضــــلية الكســــرية وغير الخطية، وكذلك الحال من أجل المعادلات التف

,[13]خطية أو غير خطية. [20], [14], [22], [23] , [24], [21], [25], [26] 

 (:1مثال )

𝐷𝛼𝑦(𝑡) = 1 + 2𝑦(𝑡) − 𝑦2(𝑡)  ;   0 < 𝛼 ≤ 1 

𝑦(0)ضمن الشرط  = 0 

𝛼إن الحل الدقيق يعطى في حالة  =  بالعلاقة: 1

𝑦(𝑡) = 1 + √2 𝑡𝑎𝑛ℎ (√2𝑡 +
1

2
𝑙𝑜𝑔 (

√2 − 1

√2 + 1
))   

 وحلها هو: ذات رتبة كسريةن هذه المعادلة هي معادلة ريكاتي التفاضلية إ
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𝐽𝛼(𝐷𝛼𝑦(𝑡)) = 𝐽𝛼(1 + 2𝑦(𝑡) − [𝑦(𝑡)]2) 

𝑦(𝑡) = 𝑦(0) +
𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+ 2𝐽𝛼𝑦(𝑡) − 𝐽𝛼𝑦2(𝑡) 

𝑦(𝑡)لدينا      = 𝐶𝑇Ψ(𝑡)  :فيكون 

𝐽𝛼𝑦(𝑡) = 𝐶𝑇𝐽𝛼Ψ(𝑡) = 𝐶𝑇𝑃
2𝑘−1𝑀×2𝑘−1𝑀
α Ψ(𝑡) 

 عندئذ نجد:

𝐶𝑇Ψ(𝑡) =
𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
+ 2𝐶𝑇𝑃

2𝑘−1𝑀×2𝑘−1𝑀
α Ψ(𝑡) − 𝐶𝑇𝑃

2𝑘−1𝑀×2𝑘−1𝑀
2α Ψ(𝑡) 

. حيث يتم الحصــــــــول على نتائج 𝐶حل نظام المعادلات الخطية أعلاه، يمكننا إيجاد المتجه  من خلال
,𝑘,𝑀عددية لمختلف قيم  𝛼  . 

ن الحلول العددية التي حصــــــــــلنا عليها باســــــــــتخدام طريقة مويجات ليجندر كانت من أجل القيم إ
 :الآتية

  𝑘 = 2, 𝛼 = 0.9,0.8,0.7,0.6  ,𝑀 =  (1)موضحه بالشكل 5

 ك من أجل القيموكذل

  𝑘 = 2, 𝛼 = 1,𝑀 = 𝑘  و 2 = 2, 𝛼 = 1,𝑀 = 𝑘  و 3 = 2, 𝛼 = 1,𝑀 = 5 

 .(1)موضحة بالجدول 

كفاءة طريقتنا المدروســــــــــــــة في حل التمرين وذلك من خلال مقارنتها مع  (1)يصــــــــــــــف الجدول 
,[21]الطرق الواردة في   هم المطلق.ئمن خلال خط [25]

 حيث يتم حساب أخطاء التقريب من خلال العلاقة

  ||𝑦 − 𝑦̂|| = 𝑚𝑎𝑥|𝑦(𝑡) − 𝑦̂(𝑡)| 
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𝑘أنه تم الحصول على دقة عالية بالحلول العددية عندما  (1)يوضح الجدول  = 3 ,𝑀 = 5. 

 
 المدروسة 𝜶من أجل مختلف قيم  (𝐿𝑊𝑀)النتائج العددية باستخدام  (𝟏)الشكل 

 
𝜶الحلول العددية الموافقة لقيمة  (𝟏)جدول  =  𝑳𝑾𝑴باستخدام  𝟏

 (:2مثال )

𝐷𝛼𝑦(𝑡) = 1 − 𝑦2(𝑡)  ;   0 < 𝛼 ≤ 1 

𝑦(0)ضمن الشرط  = 0 
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𝛼ن الحل الدقيق للمعادلة معطى عندما إ = 1 : 

𝑦(𝑡) =
𝑒2𝑡 − 1

𝑒2𝑡 + 1
 

 ن هذه المعادلة هي معادلة ريكاتي التفاضلية الكسرية إ

 بحل المعادلة نجد:

𝑦(𝑡) = 𝑦(0) +
𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
− 𝐽𝛼𝑦2(𝑡) 

𝑦(𝑡)لدينا  = 𝐶𝑇Ψ(𝑡)   فيكون 

𝐽𝛼𝑦(𝑡) = 𝐶𝑇𝐽𝛼Ψ(𝑡) = 𝐶𝑇𝑃
2𝑘−1𝑀×2𝑘−1𝑀
α Ψ(𝑡) 

 عندئذ نجد:

𝐶𝑇Ψ(𝑡) =
𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)
− 𝐶𝑇𝑃

2𝑘−1𝑀×2𝑘−1𝑀
2α Ψ(𝑡) 

. حيث يتم الحصــــــــول على نتائج 𝐶تجه من خلال حل نظام المعادلات الخطية أعلاه، يمكننا إيجاد الم
,𝑘,𝑀عددية لمختلف قيم  𝛼  . 

ن الحلول العددية التي حصــــــــــلنا عليها باســــــــــتخدام طريقة مويجات ليجندر كانت من أجل القيم إ
 :الآتية

𝛼 = 1, 0.9,0.8,0.7,0.6  , 𝑘 = 2 ,𝑀 = 3 
در مويجات ليجنالنتائج العددية التي تم الحصـــــول عليها باســـــتخدام طريقة  (2)يوضـــــح الشـــــكل 

𝑘الموافقة لقيم   = 2 ,𝑀 =  السابقة. 𝛼وجميع قيم  5

كفاءة الطريقة المدروســـــــــة عن طريق المقارنة مع الطرق المدروســـــــــة  في   (2)يصـــــــــف الجدول 
[25],  من خلال خطأهم المطلق.   [26]

𝑘دقة عالية للغاية يتم الحصول عليها من أجل  (2)نلاحظ أيضاً من الجدول  = 3 ,𝑀 = 5 
 قة مويجات ليجندر وهذا يثبت تقارب نهج هذه الطريقة من الحل الدقيق.بطري
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 المدروسة 𝜶من أجل مختلف قيم  (𝐿𝑊𝑀)النتائج العددية باستخدام  (𝟐)الشكل 

 
𝜶الحلول العددية الموافقة لقيمة  (𝟐)جدول  =  𝑳𝑾𝑴باستخدام  𝟏
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 الاستنتاجات والتوصيات:

لحل معادلة  (𝐿𝑊𝑀)طريقة عددية باســــــــــــــتخدام مويجات ليجندر  لقد تم في هذا العمل تقديم
وذلك بتحويلها إلى جملة معادلات جبرية غير خطية يســـــــهل حلها، حيث  الكســـــــرية ريكاتي التفاضـــــــلية

مع ضـــــــمان وجود شـــــــرط  الكســـــــريةأكدت الطريقة على وحدانية ووجود حل لمعادلة ريكاتي التفاضـــــــلية 
المدروســــــــــــــة من خلال مقارنة النتائج التي حصــــــــــــــلنا عليها باســــــــــــــتخدام  ابتدائي، وتوثّق فعالية الطريقة

(𝐿𝑊𝑀) .مع طرق عددية أخرى وملاحظة أن الطريقة المدروسة تعطي نتائج متقاربة ودقيقة أكثر 

عممة، ميوصى بتوسيع هذه الدراسة لتشمل معادلات تفاضلية من نماذج أخرى وبشروط حدية  
 ج دقيقة بوقت زمني أقل.نتائ يوالعمل على صيغ عددية تعط
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