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 البحث: ملخص

ة على غرار وعرّفنا الحلقات الثلاثية النوثري ،في هذا البحث، درسنا الحلقات الثلاثية والمثاليات فيها
وحاولنا إدخال خواص بعض المثاليات المعروفة في الحلقات  ،ما هو معروف في الحلقات العادية

 لقة ثلاثيةفي حكل مثالية عدة نتائج أهمها:  إلىوتوصلنا  ،على الحلقات الثلاثية النوثريةالعادية 
ي حلقة كل مثالية غير قابلة للاختزال ف ،المثاليات غير القابلة للاختزال نوثرية هي تقاطع منته من

                         فإن بوليانية عندئذ   حلقة ثلاثية تبديلية واحدية 𝑇لتكن و  ،ديلية نوثرية هي مثالية ابتدائيةثلاثية تب
𝑇 كانت كل مثالية أولية تماماً فيها منتهية التوليد. ،نوثرية إذا وفقط إذا 

 بوليانية.حلقة ثلاثية  ،نوثريةحلقة ثلاثية  ثلاثية،حلقة مفتاحية: كلمات 
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Properties of some Ideals in Noetherian Ternary Rings 

 
Prepared by: 

 

T.Murhaf Alabdullah       Dr. Jehad Jaraden 
 

Abstract: 

In this research, we have studied a ternary rings and the ideals in them. And we 

defined a noetherian ternary rings similar to what is known in rings. And we tried 

to enter properties of some of ideals, the well-known in rings on the noetherian 

ternary rings. And we reached to the most results that important: Each ideal in a 

Noetherian ternary ring is a finite intersection of irreducible ideals. Each 

irreducible ideal in a Noetherian ternary ring is primary ideal. If T is a  Boolean 

commutative unitary  ternary ring, then T  is  Noetherian  if and only if every 

completely prime ideal  in it is finitely generated. 

Keywords: Ternary Ring, Noetherian Ternary Ring, Boolean Ternary Ring. 
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Noseri'nin üçlü halkalardaki bazı ideallerin özellikleri 

 

Hazırlayanlar: 

 

Öğr. Murhaf Al-Abdullah Dr. Cihad Al-Ceradin 

 

Araştırma özeti:  

Bu araştırmamızda üçlü halkaları ve içlerindeki idealleri inceledik, adi halkalarda 

bilinenlere benzer Noseri'nin üçlü halkaları tanımladık ve Noseri'nin üçlü halkalara 

düzenli halkalardaki iyi bilinen bazı ideallerin özelliklerini tanıtmaya çalıştık ve 

en önemlileri olan birkaç sonuca ulaştık: 

 

Noseri üçlemesindeki her ideal, indirgenemez ideallerin sonlu bir kesişimidir, 

Noseri değişmeli bir üçlü döngüdeki her indirgenemez ideal, bir temel idealdır, 

Eğer T bir Boolean değişmeli üniter üçlü halkaysa, o zaman ve ancak içindeki her 

tamamen asal ideal sonlu olarak üretiliyorsa T Noseri'dir. 

Anahtar Kelimeler: Üçlü Halka, Noseri'nin Üçlü Halkası, Boolean Üçlü Halka. 
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 :مقدمة

 ،[3]م في البحث 1971 عام W. G. Lister ظهر مفهوم الحلقة الثلاثية على يد الباحث
وظهر  ا،فيهض العناصر الخاصة فيها والمثاليات والانتظام عونشرت أبحاث عن هذه الحلقات وب
روف في واحدة فيها على غرار ما هو مع النوثرية وقدّم نتيجةية بحث واحد يُعرّف شبه الحلقات الثلاث

الحلقات الثلاثية والمثاليات فيها ودراسة الخواص  البحث دراسةوقد تناول  ،[6]الحلقات النوثرية
 على الحلقات الثلاثية. النوثرية،المتنوعة المعروفة في الحلقات 

 
 الهدف من البحث:

إيجاد خواص أهم المثاليات فيها، سة الحلقات الثلاثية النوثرية ودرا إلىيهدف هذا البحث النظري 

 عام. وجهفتح آفاق جديدة للباحثين في الجبر ب إلىما يؤدي 

 طريقة البحث:

 لقد استخدمنا طريقة جبرية استنباطية تعتمد على المراجع العلمية التخصصية في استخلاص النتائج.

 :تعاريف و أساسيات1 .  
الأولى  ن،اداخليتن امعرف عليها عمليت خالية،مجموعة ما غير  𝑇لتكن  [5] 1.1تعريف  

.)والعملية الثانية ثلاثية تدعى الضرب ونرمز لها بـ  ،(+)نرمز لها بـ و ثنائية تدعى الجمع  . يقال (
, 𝑇)ن إ + , . , 𝑇)إذا كانت  ثلاثية،حلقة  ( الضرب الثلاثي تحقق  وكانت عملية ،زمرة تبديلية (+

 ية:توط الآالشر 

1- (𝑎𝑏𝑐)𝑑𝑒 =  𝑎(𝑏𝑐𝑑)𝑒 =  𝑎𝑏(𝑐𝑑𝑒) 
2- (𝑎 + 𝑏)𝑐𝑑 =  𝑎𝑐𝑑 +  𝑏𝑐𝑑 
3- 𝑎(𝑏 + 𝑐)𝑑 =  𝑎𝑏𝑑 +  𝑎𝑐𝑑 
4- 𝑎𝑏(𝑐 + 𝑑)  =  𝑎𝑏𝑐 +  𝑎𝑏𝑑 

, 𝑎وذلك أياً كان  𝑏 , 𝑐 , 𝑑 , 𝑒 ∈ 𝑇.  وسنرمز بـ𝑇   للحلقة الثلاثية(𝑇 , + , .). 
الذي  (+ , 𝑇)فإننا نسمي عنصر الوحدة في الزمرة  ثلاثية،حلقة  𝑇إذا كانت   [5] 2.1تعريف 

 وهو يحقق: 𝑇بصفر الحلقة الثلاثية  0سنرمز له بـ 
0𝑥𝑦 = 𝑥0𝑦 = 𝑥𝑦0 = 0   &    0 + 𝑥 = 𝑥 + 0 = 𝑥 ∀  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 

𝑒ا وجد عنصرإذ ثلاثية،حلقة  𝑇لتكن [4] 3.1تعريف  ∈ 𝑇  :بحيث يكون 
𝑒𝑒𝑥 = 𝑒𝑥𝑒 = 𝑥𝑒𝑒 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑇 
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وفي هذه الحالة  .حلقة ثلاثية بعنصر وحدة 𝑇وتدعى  𝑇عنصر الوحدة في الحلقة الثلاثية  𝑒يسمى 
𝑥𝑦𝑒يتحقق:  = 𝑥𝑒𝑦 = 𝑒𝑥𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 :لأن 

𝑥𝑦𝑒 = 𝑥(𝑒𝑦𝑒)𝑒 = 𝑥𝑒(𝑦𝑒𝑒) = 𝑥𝑒𝑦 = (𝑒𝑒𝑥)𝑒𝑦 = 𝑒(𝑒𝑥𝑒)𝑦 = 𝑒𝑥𝑦 
 تي:إنها حلقة ثلاثية تبديلية إذا تحقق الشرط الآ 𝑇يقال عن الحلقة الثلاثية  [5] 4.1تعريف 

𝑎𝑏𝑐 =  𝑐𝑏𝑎 =  𝑎𝑐𝑏 =  𝑏𝑐𝑎 =  𝑐𝑎𝑏 =  𝑏𝑎𝑐   ∀  𝑎, 𝑏, 𝑐 𝜖 𝑇 
 ،Tإنها حلقة جزئية ثلاثية من  Sيقال عن  ،(+,T( زمرة جزئية من )+,Sلتكن ) [4] 5.1تعريف 

𝑎𝑏𝑐ي: تإذا حققت الشرط الآ ∈ 𝑆     ∀ 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 ∈ 𝑆 

بالشكل  ثنائية معرّفةمع عملية جمع  {0}المؤلفة من عنصر واحد   Tالمجموعة  [7] 6.1 مثال
هي حلقة ثلاثية. تسمى هذه الحلقة  0 = 0.0.0وعملية ضرب ثلاثية معرفة بالشكل  0 = 0+0

 و الحلقة الثلاثية الصفرية.الثلاثية بالحلقة الثلاثية المبتذلة أ

𝑇 المجموعة [7] 7.1 مثال = {… , −2i, −i, 0, i, 2i, … حلقة ثلاثية بالنسبة لعملية الجمع  {
 العادي والضرب الثلاثي العقدي.

𝑍5 [7] 8.1 مثال = هي حلقة ثلاثية  5الأعداد الصحيحة الموجبة قياس مجموعة  {0,1,2,3,4}
 .5العادي والضرب الثلاثي العادي قياس تبديلية واحدية بالنسبة لعملية الجمع 

جامد  إنه عنصر 𝑥. يقال عن 𝑇عنصراً من  𝑥وليكن  ثلاثية،حلقة  𝑇لتكن [6,9]  9.1تعريف 
𝑥𝑥𝑥إذا تحقق:  = 𝑥3 = 𝑥   وسنرمز بـ𝐼𝑑𝑇  لمجموعة العناصر الجامدة في𝑇 . 

إنه عنصر منتظم  𝑎. يقال عن 𝑇من  عنصراً   𝑎وليكن  ،حلقة ثلاثية 𝑇لتكن  [6,9] 10.1تعريف 
𝑎: نإبحيث  𝑇من  𝑥, إذا وجد عنصر 𝑇في  = 𝑎. 𝑥. 𝑎  وسنرمز بـ𝑅𝑒𝑔𝑇  لمجموعة العناصر

𝑅𝑒𝑔𝑇إنها حلقة ثلاثية منتظمة إذا كان    𝑇. ويقال عن 𝑇المنتظمة في  = 𝑇. 
إنه عنصر عديم  𝑎. يقال عن 𝑇عنصراً من   𝑎وليكن  ثلاثية،حلقة  𝑇لتكن  [3] 11.1تعريف 

𝑎𝑛: نإبحيث  𝑛إذا وجد عدد فردي موجب  ،𝑇القوة في  = لمجموعة العناصر  𝑁𝑇وسنرمز بـ  0
 .𝑇عديمة القوة في 

 زمرة جزئية من الزمرة (+ , Aولتكن ) ،حلقة ثلاثية Tلتكن   [1,8] 12.1تعريف 
 (T , +). 
.𝑏 إذا تحقق: Tإنها مثالية يسارية في  Aيقال عن  - 𝑐. 𝑎 ∈ 𝐴, ∀ 𝑎 ∈ 𝐴 & 𝑏 , 𝑐 ∈ 𝑇 
∋ 𝑎.b.cإذا تحقق: Tإنها مثالية يمينية في  Aيقال عن  - 𝐴, ∀ 𝑎 ∈ 𝐴 &𝑏 , 𝑐 ∈ 𝑇 
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∋ b. 𝑎.cإذا تحقق: Tإنها مثالية جانبية في  Aيقال عن  - 𝐴, ∀ 𝑎 ∈ 𝐴 &𝑏 , 𝑐 ∈ 𝑇 
 يسارية معاً.الية يمينية و مث Aإذا كانت  Tإنها مثالية من الجانبين في  Aيقال عن  -
 يسارية وجانبية معاً. مثالية يمينية و  Aإذا كانت  Tإنها مثالية في  Aيقال عن  -
≠ Tإنها مثالية فعلية إذا كانت  Tمن  Aيقال عن مثالية  - 𝐴. 

𝐴3إذا تحقق: Tإنها مثالية جامدة في  Tمن  Aيقال عن مثالية فعلية  - = 𝐴 . 

 .Tمثالية فعلية في  Pحلقة ثلاثية ولتكن  Tن لتك  [1,7] 13.1تعريف 

 إذا تحقق: Tإنها مثالية شبه أولية في  Pيقال عن  -
𝐴3 ⊆ 𝑃 ⇒   𝐴 ⊆ 𝑃  

 . Tمثالية من Aحيث 

 إذا تحقق: Tإنها مثالية شبه أولية تماماً في  Pيقال عن  -
𝑎3 ∈ 𝑃 ⇒  𝑎 ∈ 𝑃 ,      ∀  𝑎 ∈ 𝑇  

 إذا تحقق: T إنها مثالية أولية في Pيقال عن  -

𝐴 𝐵 𝐶 ⊆ 𝑃 ⇒   𝐴 ⊆ 𝑃 أو   B ⊆ 𝑃  أو   C  ⊆ 𝑃 

 .Tمن  A , B , Cوذلك لكل ثلاث مثاليات 

 إذا تحقق:  𝑇إنها مثالية أولية تماماً في   𝑃يقال عن  -

𝑎 𝑏 𝑐 ∈ 𝑃 ⇒  𝑎 ∈ 𝑃  أو   b ∈ 𝑃 أو   c ∈ 𝑃 

 .Tمن   𝑎 , 𝑏 , 𝑐وذلك لكل ثلاثة عناصر 

𝑃3إذا تحقق: Tلية جامدة في إنها مثاP يقال عن  - = 𝑃  

 ط:نها مثالية ابتدائية إذا تحقق الشر إ 𝐼يقال عن  ،𝑇 منو حلقة ثلاثية  𝑇لتكن  [1] 14.1تعريف 
𝐴 𝐵 𝐶 ⊆ 𝐼 ⇒   𝐴 ⊆ 𝐼 أو   B ⊆ 𝐼  أو   𝐶𝑛   ⊆ 𝐼 ;   𝑛 عدد فردي موجب 

 .Tمن  A , B , Cوذلك لكل ثلاث مثاليات 

نها أعظمية إذا لم تكن محتواة في إ Tمن الحلقة الثلاثية  Mعن المثالية  يقال  [7] 15.1تعريف 
 أي إذا تحقق الشرط: ،Tأي مثالية فعلية من 
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𝑀 ⊆ 𝑀 ′ ⊆ 𝑇 ⇒ 𝑀 = 𝑀 ′ 𝑜𝑟  𝑀 ′ = 𝑇; 𝑇 مثالية من 𝑀 ′  

 تزالنها مثالية غير قابلة للاخإ 𝐼يقال عن  ،𝑇مثالية من  𝐼حلقة ثلاثية و  𝑇لتكن  [4] 16.1تعريف 
 إذا تحقق الشرط: 

 𝐼 = 𝐽 ∩ 𝐾 ∩ 𝐿   عندئذ𝐼 = 𝐽  𝑜𝑟  𝐼 = 𝐾  𝑜𝑟  𝐼 = 𝐿  وذلك لأي ثلاث مثاليات𝐽, 𝐾, 𝐿  من
𝑇. 

 :[2] 17.1تعريف 

𝑎حلقة ثلاثية وكان Tإذا كانت  ∈ 𝑇  فإننا نرمز بـ𝑎𝑇𝑇 :للمجموعة  

𝑎𝑇𝑇 = {∑ 𝑎𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑓𝑖𝑛

 ;  𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ 𝑇} 

 .𝑇𝑇𝑎𝑇𝑇و  𝑇𝑎𝑇و  𝑇𝑇𝑎ل يُعرف كل من وبالمث

 :[5] 18.1تعريف 

𝑎حلقة ثلاثية و  Tلتكن          ∈ 𝑇،  ولتكنℤ
0

مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة مع الصفر,  +
:  عندئذ 

i. < 𝑎 >𝑙= 𝑇𝑇𝑎 + ℤ
0

+
𝑎  مثالية يسارية مولدة بالعنصر𝑎ة(.. )تسمى مثالية يسارية رئيس 

ii. < 𝑎 >𝑟= 𝑎𝑇𝑇 + ℤ
0

+
𝑎  مثالية يمينية مولدة بالعنصر𝑎ة(.نية رئيس. )تسمى مثالية يمي 

iii. < 𝑎 >𝑡= 𝑇𝑇𝑎 + 𝑎𝑇𝑇 + 𝑇𝑇𝑎𝑇𝑇 + ℤ
0

+
𝑎   

 (.ةتسمى مثالية من الجانبين رئيس. )𝑎مثالية من الجانبين مولدة بالعنصر
iv. < 𝑎 >𝑚= 𝑇𝑎𝑇 + 𝑇𝑇𝑎𝑇𝑇 + ℤ

0

+
𝑎    

 (.ةرئيسمثالية جانبية  تسمى. )𝑎لعنصرمثالية جانبية مولدة با

< 𝑎 >= 𝑇𝑇𝑎 + 𝑎𝑇𝑇 + 𝑇𝑎𝑇 + 𝑇𝑇𝑎𝑇𝑇 + ℤ
0

+
𝑎   مثالية مولدة بالعنصر𝑎. ( تسمى

 .(مثالية رئيسة

إذا  𝑇نها عامل مباشر في إ 𝐼يقال عن  ،𝑇مثالية من  𝐼حلقة ثلاثية و  𝑇لتكن  [2] 19.1تعريف 
𝑇ن: إبحيث  𝑇من  𝐽وجدت مثالية  = 𝐼 ⊕ 𝐽 
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 :[2] 20.1مبرهنة 

إذا كانت كل مثالية يمينية )يسارية( وفقط منتظمة إذا  𝑇 :حلقة ثلاثية واحدية عندئذ   𝑇لتكن 
 رئيسة فيها مولدة بعنصر جامد.

 :[2] 21.1مبرهنة 

: 𝑇لتكن  كل مثالية يمينية )يسارية(  كانت إذامنتظمة إذا وفقط  T حلقة ثلاثية واحدية عندئذ 
 مولدة بعنصر جامد. Tوليد في منتهية الت

 :[2] 22.1مبرهنة 

: 𝑇لتكن   حلقة ثلاثية واحدية عندئذ 

𝑇  كل مثالية يمينية )يسارية( منتهية التوليد في كانت  إذا،منتظمة إذا وفقط𝑇  هي عامل مباشر
 .𝑇في

  23.1:ملاحظة تمهيدية 

𝑎حلقة ثلاثية واحدية و   𝑇لتكن  (1  ∈ 𝑇، :  عندئذ 

 < 𝑎 >𝑟= 𝑎𝑇𝑇  و< 𝑎 >𝑙= 𝑇𝑇𝑎  و< 𝑎 >𝑡= 𝑇𝑇𝑎 + 𝑎𝑇𝑇 + 𝑇𝑇𝑎𝑇𝑇 و 

 < 𝑎 >𝑚= 𝑇𝑎𝑇 + 𝑇𝑇𝑎𝑇𝑇 و < 𝑎 >= 𝑇𝑇𝑎 + 𝑎𝑇𝑇 + 𝑇𝑎𝑇 + 𝑇𝑇𝑎𝑇𝑇 

 :لواضح تحقق الاحتواء الآتي دوماً من ا لأنه:
𝑎𝑇𝑇 ⊆ 𝑎𝑇𝑇 + ℤ

0

+
𝑎 =< 𝑎 >𝑟 

 :عندئذ  يكون  𝑇عنصر الوحدة في  𝑒ليكن 

𝑧 ∈< 𝑎 >𝑟⇒ 𝑧 = ∑ 𝑎𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑓𝑖𝑛

+ 𝑛𝑎 ;  𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ 𝑇 , 𝑛 ∈ ℤ
0

+ 

              = ∑ 𝑎𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑓𝑖𝑛

+ 𝑎 + 𝑎+. . . . +𝑎 

                                       = ∑ 𝑎𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑓𝑖𝑛

+ 𝑎𝑒𝑒 + 𝑎𝑒𝑒+. . . +𝑎𝑒𝑒 ∈ 𝑎𝑇𝑇 

>وبالتالي  𝑎 >𝑟⊆ 𝑎𝑇𝑇  ومنه نجد< 𝑎 >𝑟= 𝑎𝑇𝑇. 

 وبنفس الطريقة نبرهن باقي الحالات.
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 نعرّف المجموعة: مثاليات يمينية منها عندئذ   I , Jولتكن  ،حلقة ثلاثية تبديلية Tلتكن  (2

(𝐼: 𝐽) = {𝑥 ∈ 𝑇;  𝐽𝐽𝑥 ⊆ 𝐼}  وهي مثالية يمينية فيT. 

𝐽𝐽0لدينا:   لأن: = {0} ⊆ 𝐼 ⇒ 0 ∈ (𝐼: 𝐽) ⇒ (𝐼: 𝐽) ≠ ∅  

∀𝑟, 𝑠 ∈ 𝑇 , ∀𝑥, 𝑦 ∈ (𝐼: 𝐽) ⇒ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇; 𝐽𝐽𝑥 ⊆ 𝐼 , 𝐽𝐽𝑦 ⊆ 𝐼 

⇒ ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑥

𝑓𝑖𝑛

∈ 𝐼 ˄ ∑ 𝑝𝑖𝑞𝑖𝑦

𝑓𝑖𝑛

∈ 𝐼 , 𝑎𝑖  , 𝑏𝑖 , 𝑝𝑖𝑞𝑖 ∈ 𝐽 ⇒ 

 𝑖 لكل   𝑝𝑖𝑞𝑖 (∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑥

𝑓𝑖𝑛

) ∈ 𝐼 ˄ 𝑎𝑖𝑏𝑖(∑ 𝑝𝑖𝑞𝑖𝑦

𝑓𝑖𝑛

) ∈ 𝐼 ⇒ 

𝑝𝑖𝑞𝑖 (∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑥

𝑓𝑖𝑛

) − 𝑎𝑖𝑏𝑖(∑ 𝑝𝑖𝑞𝑖𝑦

𝑓𝑖𝑛

) ∈ 𝐼 ⇒ ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑝𝑖𝑞𝑖(𝑥

𝑓𝑖𝑛

−  𝑦) ∈ 𝐼 

⇒ (𝑥 − 𝑦) ∈ (𝐼: 𝐽) 

∑ولدينا  𝑎𝑖𝑏𝑖𝑥𝑓𝑖𝑛 ∈ 𝐼 ⇒ (∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑥𝑓𝑖𝑛 )𝑟𝑠 ∈ 𝐼 ⇒ ∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑓𝑖𝑛 (𝑥𝑟𝑠) ∈ 𝐼 

⇒ 𝑥𝑟𝑠 ∈ (𝐼: 𝐽) 

:𝐼) اً إذ 𝐽)  مثالية يمينية في𝑇. 

:𝐼)وبالمثل نعرّف المثالية اليسارية )الجانبية(  𝐽)  عندماI , J ( على الترتيب.مثاليات يسارية )جانبية 

 فإننا نرمزثلاث مجموعات منها  A , B , Cولتكن  ،حلقة ثلاثية Tلتكن  (3

𝐴𝐵𝐶للمجموعة:  𝐴𝐵𝐶بـ   = {∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑐𝑖𝑓𝑖𝑛  ;  𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑏𝑖 ∈ 𝐵,  𝑐𝑖 ∈ 𝐶}  

 نها بوليانية إذا كانت جميع عناصرها جامدة.إنقول عن حلقة ثلاثية  (4

𝑍6 مثال: = هي حلقة ثلاثية تبديلية  6الأعداد الصحيحة الموجبة قياس مجموعة   {0,1,2,3,4,5}
 .6ة الجمع العادي والضرب الثلاثي العادي قياس واحدية بوليانية بالنسبة لعملي
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 . النتائج الأساسية للبحث  2
 1.2تعريف 

تحقق شرط  Tإذا كانت  جانبية(، )اليمين،اليسار  إلىإنها نوثرية  Tنقول عن الحلقة الثلاثية 
اليات من المثالجانبية(. أي من أجل أي سلسلة  ،)اليمينيةالسلاسل الصاعدة للمثاليات اليسارية 

𝐼1الجانبية(  ،اليسارية )اليمينية ⊆ 𝐼2 ⊆ 𝐼𝑛بحيث يتحقق   nيوجد عدد صحيح موجب  ⋯ =

𝐼𝑛+1 = 𝐼𝑛+2 = ⋯ 

 .واليسار وجانبيةاليمين  إلىإنها نوثرية إذا كانت نوثرية  Tنقول عن  -

 .واليساراليمين  إلىإنها نوثرية من الجانبين إذا كانت نوثرية  Tنقول عن  -

 هي مثالية غير قابلة للاختزال. 𝑇 في حلقة ثلاثيةكل مثالية أولية  2.2تيجة ن

 ولنبرهن أنها غير قابلة للاختزال. 𝑇مثالية أولية من  𝑃لتكن  البرهان:

𝑃لتكن  = 𝐽 ∩ 𝐾 ∩ 𝐿  وذلك لأجل ثلاث مثاليات𝐽, 𝐾, 𝐿  من𝑇. 

𝐽𝐾𝐿عندئذ   ⊆ 𝐽 ∩ 𝐾 ∩ 𝐿 ⊆ 𝑃  وبما أن𝑃   :أولية فإن  𝐽 ⊆ 𝑃  𝑜𝑟  𝐾 ⊆ 𝑃  𝑜𝑟  𝐿 ⊆ 𝑃  

 ومن جهة ثانية لدينا:

𝑃 = 𝐽 ∩ 𝐾 ∩ 𝐿 ⟹ 𝑃 ⊆ 𝐽  𝑜𝑟  𝑃 ⊆ 𝐾 𝑜𝑟  𝑃 ⊆ 𝐾 
 وبالتالي ينتج:

𝑃 = 𝐽  𝑜𝑟  𝑃 = 𝐾  𝑜𝑟  𝑃 = 𝐿 ∎ 
هي تقاطع منته من المثاليات غير  𝑇نوثرية عندئذ  كل مثالية من  حلقة ثلاثية 𝑇لتكن   3.2مبرهنة 

 القابلة للاختزال.

 المثاليات غير من ياً منته اً والتي ليست تقاطع 𝑇مجموعة المثاليات من  𝑆لنفرض جدلًا أن  ن:البرها
 القابلة للاختزال.

𝐼قابلة للاختزال لذلك  𝐼ومنه  𝐼وليكن  اً أعظمي اً تملك عنصر  𝑆نوثرية فإن  𝑇بما أن  = 𝐽 ∩ 𝐾 ∩ 𝐿  
,𝐽ثلاث مثاليات لأجل  𝐾, 𝐿  من𝑇  كلها أكبر تماماً من𝐼. 
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,𝐽أن كلًا من  إلىيشير العنصر الأعظمي  𝐾, 𝐿   ليست من𝑆،  وبالتالي كل منها تقاطع منته
 لمثاليات غير قابلة للاختزال.

 لوب.وبالتالي يتم المط تناقض،أيضاً تقاطع منته لمثاليات غير قابلة للاختزال وهذا  𝐼وبالتالي 

 يان متكافئان:تان الآعندئذ الشرط واحدية،حلقة ثلاثية  𝑇لتكن  4.2مبرهنة 

1 )𝑇  اليسار, جانبية(.)اليمين  إلىحلقة ثلاثية نوثرية 

 تهية التوليد.تكون من 𝑇( كل مثالية يمينية )يسارية, جانبية( من 2

(1) البرهان: ⇒ (2) 

𝑥1وليكن  𝑇مثالية يمينية من  𝐼لتكن  ∈ 𝐼  عندئذ𝑥1𝑇𝑇 ⊆ 𝐼  فإذا كان𝑥1𝑇𝑇 = 𝐼 
 لوب. فيكون تم المط

𝑥1𝑇𝑇وإذا كان  ⊊ 𝐼  عندئذ يوجد𝑥2 ∈ 𝐼  بحيث𝑥2 ∉ 𝑥1𝑇𝑇 ونحصل على 

𝑥1𝑇𝑇 أن:   + 𝑥2𝑇𝑇 ⊆ 𝐼 فإذا كان𝑥1𝑇𝑇 + 𝑥2𝑇𝑇 = 𝐼  يكون تم المطلوب وإذا 

𝑥1𝑇𝑇كان   + 𝑥2𝑇𝑇 ⊊ 𝐼  فإنه يوجد𝑥3 ∈ 𝐼  وبحيث𝑥3 ∉ 𝑥1𝑇𝑇 + 𝑥2𝑇𝑇 حصل على ون
𝑥1𝑇𝑇أن:  + 𝑥2𝑇𝑇 + 𝑥3𝑇𝑇 ⊆ 𝐼 

 :نا السلسلة الصاعدة من المثالياتونتابع بنفس الخطوات فتتشكل لدي

𝑥1𝑇𝑇 ⊂ 𝑥1𝑇𝑇 + 𝑥2𝑇𝑇 ⊂ 𝑥1𝑇𝑇 + 𝑥2𝑇𝑇 + 𝑥3𝑇𝑇 ⊂. . . . . ..  

𝑛اليمين فإنه يوجد  إلىنوثرية  𝑇وبما أن  ∈ ℕ أي أن: ،لةتتوقف عنده هذه السلس 

𝑥1𝑇𝑇 + 𝑥2𝑇𝑇 + 𝑥3𝑇𝑇+. . . . . +𝑥𝑛𝑇𝑇 = 𝐼 

 منتهية التوليد. 𝐼ومنه نجد أن 

  :(2) ⇒  منتهية التوليد ولتكن 𝑇بفرض كل مثالية يمينية من  (1)

𝐼1 ⊆ 𝐼2 ⊆ 𝐼3 ⊆. . . . ..  

𝐼ولنضع  ،𝑇سلسلة صاعدة من المثاليات اليمينية من  = ⋃ 𝐼𝑛𝑛∈ℕ  عندئذ نجد بسهولة أن𝐼  مثالية
 .𝑇يمينية في 
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,𝑥 ∀ لأنه: 𝑦 ∈ 𝐼 = ⋃ 𝐼𝑛𝑛∈ℕ ⇒ ∃ 𝑛1, 𝑛2 ∈ ℕ  ; 𝑥 ∈ 𝐼𝑛1
 , 𝑦 ∈ 𝐼𝑛2

 

𝐼𝑛1وبما أن 
, 𝐼𝑛2

∈ ⋃ 𝐼𝑛𝑛∈ℕ،  وهما مثاليتان من سلسلة المثاليات الصاعدة فسوف تكون إحداهما
𝐼𝑛1ولتكن  ،رى محتواة في الأخ

⊆ 𝐼𝑛2
 :وبالتالي ينتج ،

 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼𝑛2
⇒ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼𝑛2

∈ ⋃ 𝐼𝑛𝑛∈ℕ = 𝐼 

∀ 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑇 , ∀ 𝑥 ∈ 𝐼 = ⋃ 𝐼𝑛

𝑛∈ℕ

⇒ ∃ 𝐼𝑛1
∈ ⋃ 𝐼𝑛

𝑛∈ℕ

  ; 𝑥 ∈ 𝐼𝑛1
 ⇒ 𝑥𝑟𝑠 ∈ 𝐼𝑛1

∈ ⋃ 𝐼𝑛

𝑛∈ℕ

= 𝐼  

𝐼منتهية التوليد أي فهي  ،مثالية يمينية 𝐼 ا  إذ = 𝑥1𝑇𝑇 + 𝑥2𝑇𝑇 + 𝑥3𝑇𝑇+. . . . . +𝑥𝑛𝑇𝑇 

 ونلاحظ أن: 

 𝑥1 ∈ 𝐼  لأن𝐼 = 𝑥1𝑒𝑒 + 0 + 0+. . . . .  وبالتالي  0+

𝑥1 ∈ 𝐼 = ⋃ 𝐼𝑛

𝑛∈ℕ

⇒ ∃𝑛1 ∈ ℕ; 𝑥1 ∈ 𝐼𝑛1
 

 :بالمثل نجد

𝑥2 ∈ 𝐼 = ⋃ 𝐼𝑛

𝑛∈ℕ

⇒ ∃𝑛2 ∈ ℕ; 𝑥2 ∈ 𝐼𝑛2
. . . . . 𝑥𝑛 ∈ 𝐼 = ⋃ 𝐼𝑛

𝑛∈ℕ

⇒ ∃𝑛𝑛 ∈ ℕ; 𝑥𝑛

∈ 𝐼𝑛𝑛
  

𝑚فإذا كان  = max {𝑛1, 𝑛2, . . . . . , 𝑛𝑛}  عندئذ نجد أن𝑥1, 𝑥2, . . . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐼𝑚 

𝐼ومنه نجد أن  = 𝑥1𝑇𝑇 + 𝑥2𝑇𝑇 + 𝑥3𝑇𝑇+. . . . . +𝑥𝑛𝑇𝑇 ⊆ 𝐼𝑚 ⊆ 𝐼 

𝐼ومنه نجد  = 𝐼𝑚 ⊆ 𝐼𝑚+1 ⊆ 𝐼  وبالتالي𝐼 = 𝐼𝑚 = 𝐼𝑚+1 =. . . .. 

 اليمين. إلىنوثرية  𝑇ولذلك فإن  𝑚أي السلسلة المفروضة متوقفة عند 

 اليسار) جانبية(. إلىثية نوثرية حلقة ثلا 𝑇وبطريقة مماثلة نبرهن أن 
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 :5.2نتائج 

حلقة ثلاثية نوثرية  𝑇ع مثالياتها اليمينية هي مثاليات رئيسة فإن حلقة ثلاثية جمي 𝑇( إذا كانت 1
 اليمين. إلى

 ( كل حلقة ثلاثية رئيسة هي حلقة ثلاثية نوثرية.2

اليمين )اليسار( ومنتظمة  إلىنوثرية  𝑇حلقة ثلاثية واحدية عندئذ إذا كانت  𝑇لتكن  6.2:مبرهنة 
 .𝑇في  اً مباشر  مولدة بجامد وبالتالي تكون عاملاً تكون  𝑇فإن كل مثالية يمينية )يسارية( من 

هية )يسارية( فيها تكون منت اليمين )اليسار( فإن كل مثالية يمينية إلىنوثرية  𝑇بما أن البرهان: 
 ،تكون كل مثالية يمينية )يسارية( مولدة بجامد 21.1)حسب المبرهنة (منتظمة  𝑇وبما أن  ،التوليد

 .22.1))حسب المبرهنة  𝑇في  اً شر مبا وبالتالي تكون عاملاً 

حلقة ثلاثية تبديلية نوثرية عندئذ كل مثالية غير قابلة للاختزال هي مثالية  𝑇لتكن  7.2:مبرهنة 
 ابتدائية. 

𝐴𝐵𝐶ولتكن  ،𝑇مثالية غير قابلة للاختزال في  𝐼لتكن البرهان:  ⊆ 𝐼،  وذلك من أجل ثلاث مثاليات
𝐴, 𝐵, 𝐶  من𝑇  وبفرض𝐵 ⊈ 𝐼, 𝐶 ⊈ 𝐼  ولنبرهن أنه يوجد عدد فردي موجب𝑛  بحيث𝐴𝑛 ⊆ 𝐼 

 :𝑇بأخذ سلسلة المثاليات الصاعدة في 

(𝐼: 𝐴) ⊆  (𝐼: 𝐴3) ⊆. . . . . ⊆ (𝐼: 𝐴𝑛) ⊆. . . .. 

:𝐼)فردي موجب بحيث 𝑛نوثرية يوجد  𝑇بما أن  𝐴𝑛) = (𝐼: 𝐴𝑛+2) 

𝐼لدينا  ⊆ 𝐼 + 𝐴𝑛𝐴𝑛𝑇 , 𝐼 ⊆ 𝐼 + 𝐵𝐶𝑇    

𝐼وبالتالي  ⊆ (𝐼 + 𝐴𝑛𝐴𝑛𝑇)  ∩ (𝐼 + 𝐵𝐶𝑇)   

∀𝑥 ∈ (𝐼 + 𝐴𝑛𝐴𝑛𝑇 ) ∩ (𝐼 + 𝐵𝐶𝑇) 

⇒ 𝑥 = 𝑔 + ∑ 𝑎𝑖
𝑛𝑎𝑖

′𝑛
𝑟𝑖

𝑓𝑖𝑛

= ℎ + ∑ 𝑏𝑖𝑐𝑖𝑑𝑖

𝑓𝑖𝑛

; 𝑔, ℎ ∈ 𝐼, 𝑎𝑖
𝑛, 𝑎𝑖

′𝑛
∈ 𝐴𝑛,

𝑏𝑖 ∈ 𝐵,  𝑐𝑖 ∈ 𝐶, 𝑟𝑖 , 𝑑𝑖 ∈ 𝑇 
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⇒ 𝑥𝑎𝑖𝑎𝑖𝑎𝑖
′𝑎𝑖

′ = (𝑔𝑎𝑖𝑎𝑖)𝑎𝑖
′𝑎𝑖

′ + ∑ 𝑎𝑖
𝑛+2𝑎𝑖

′𝑛+2
𝑟𝑖

𝑓𝑖𝑛

= (ℎ𝑎𝑖𝑎𝑖)𝑎𝑖
′𝑎𝑖

′ + (∑ 𝑏𝑖𝑐𝑖𝑑𝑖

𝑓𝑖𝑛

)𝑎𝑖𝑎𝑖𝑎𝑖
′𝑎𝑖

′ 

⇒ ∑ 𝑎𝑖
𝑛+2𝑎𝑖

′𝑛+2
𝑟𝑖

𝑓𝑖𝑛

= (ℎ𝑎𝑖𝑎𝑖)𝑎𝑖
′𝑎𝑖

′ + (∑ 𝑎𝑖𝑏𝑖𝑐𝑖)𝑑𝑖

𝑓𝑖𝑛

𝑎𝑖𝑎𝑖
′𝑎𝑖

′ 

        −(𝑔𝑎𝑖𝑎𝑖)𝑎𝑖
′𝑎𝑖

′ ∈ 𝐼 

⇒ 𝑖لكل 𝑟𝑖 ∈ (𝐼: 𝐴𝑛+2) = (𝐼: 𝐴𝑛) ⇒ ∑ 𝑎𝑖
𝑛𝑎𝑖

′𝑛
𝑟𝑖

𝑓𝑖𝑛

∈ 𝐼 

⇒ 𝑥 = 𝑔 + ∑ 𝑎𝑖
𝑛𝑎𝑖

′𝑛
𝑟𝑖

𝑓𝑖𝑛

∈ 𝐼 

⇒ (𝐼 + 𝐴𝑛𝐴𝑛𝑇) ∩ (𝐼 + 𝐵𝐶𝑇) = 𝐼 

𝐵غير قابلة للاختزال و  𝐼بما أن  ⊈ 𝐼, 𝐶 ⊈ 𝐼 اً إذ 𝐼 = 𝐼 + 𝐴𝑛𝐴𝑛𝑇  وبالتالي𝐴𝑛 ⊆ 𝐼 اً إذ 𝐼 
 مثالية ابتدائية.

 ة.هي مثالية ابتدائي أوليةدئذ كل مثالية حلقة ثلاثية تبديلية نوثرية عن 𝑇لتكن  :8.2نتيجة 

(  وبالتالي فهي 2.2بما أن كل مثالية أولية هي مثالية غير قابلة للاختزال )حسب النتيجة  البرهان:
 . 7.2)مثالية ابتدائية )حسب المبرهنة 

 :حلقة ثلاثية تبديلية واحدية بوليانية عندئذ   𝑇لتكن   9.2:مبرهنة 

𝑇  ذا كانت كل مثالية أولية تماماً فيها منتهية التوليد.إ وفقط،نوثرية إذا 

 البرهان:

وبالتالي أي مثالية  ،(4.2المبرهنة  )حسب التوليدنوثرية فإن أي مثالية فيها منتهية  𝑇بما أن  (:⇐)
 منتهية التوليد. 𝑇أولية تماماً في 

 التوليد،منتهية  𝑇ماماً في ولنفرض أن كل مثالية أولية ت نوثرية،ليست  𝑇لنفرض جدلًا أن  (:⇒)
𝐾وبالتالي تكون  التوليد،غير منتهية  𝑇مجموعة جميع المثاليات في  Kولتكن  ≠ )لأنه إذا كانت  ∅
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𝐾 = تمهيدية  )حسب Iأعظم وليكن  اً عنصر  Kوعليه فإن للمجموعة  نوثرية(، 𝑇أصبحت  ∅
 .𝑇مثالية ليست أولية تماماً في  I اً إذ (،ن زمورو 

,𝑥 وبالتالي يوجد 𝑦, 𝑧 ∉ 𝐼  بينما𝑥𝑦𝑧 ∈ 𝐼 وبما أن .𝐼 ⊂< 𝐼, 𝑦𝑧𝑧  و <

 𝐼 ⊂ 𝐼: < 𝑦𝑧𝑧 𝑥و    < ∈ 𝐼: < 𝑦𝑧𝑧 >كل من  اً إذ ،Kعنصر أعظم في  Iكما أن  <

𝐼, 𝑦𝑧𝑧 :𝐼و  < < 𝑦𝑧𝑧  مثالية منتهية التوليد. فإذا كانت: <

𝐼: < 𝑦𝑧𝑧 >=< 𝑑1, 𝑑2, … … . , 𝑑𝑚 >, < 𝐼, 𝑦𝑧𝑧 >=< 𝑐1, 𝑐2, … … . , 𝑐𝑛 >   

𝑐𝑖فإن:  = 𝑎𝑖𝑇𝑇 + (𝑦𝑧𝑧)𝑇𝑇  ;  𝑎𝑖 ∈ 𝐼 , 𝑖 = 1,2, … . , 𝑛   

> اً إذ 𝐼, 𝑦𝑧𝑧 >=< 𝑎1, 𝑎2, … … . , 𝑎𝑛 , 𝑦𝑧𝑧 > 

𝐽لتكن  =<

𝑎1, 𝑎2, … … . , 𝑎𝑛, (𝑦𝑧𝑧)(𝑦𝑧𝑧)𝑑1, (𝑦𝑧𝑧)(𝑦𝑧𝑧)𝑑2, … … , (𝑦𝑧𝑧)(𝑦𝑧𝑧)𝑑𝑚 ة مثالي <
𝑑𝑘(𝑦𝑧𝑧)(𝑦𝑧𝑧) اً إذ 𝑇في  ∈ 𝐼  لكل𝑘 = 1,2, … . , 𝑚  وبالتالي يكون𝐽 ⊆ 𝐼. 

𝑏كان  لكن إذاً  ∈ 𝐼  فإن𝑏 ∈< 𝐼, 𝑦𝑧𝑧  :وبالتالي فإن <

 𝑏 = (∑ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 )𝑇𝑇 + ∑ (𝑦𝑧𝑧)𝑝𝑗𝑞𝑗𝑓𝑖𝑛  , 𝑝𝑗  , 𝑞𝑗 ∈ 𝑇 

𝑎𝑖لكن  ∈ 𝐼  لكل𝑖اً , إذ ∑ (𝑦𝑧𝑧)𝑝𝑗𝑞𝑗𝑓𝑖𝑛 ∈ 𝐼 وبالتالي:  

(∑(𝑦𝑧𝑧)𝑝𝑗𝑞𝑗

𝑓𝑖𝑛

)(∑(𝑦𝑧𝑧)𝑝𝑗𝑞𝑗

𝑓𝑖𝑛

)(∑(𝑦𝑧𝑧)𝑝𝑗𝑞𝑗

𝑓𝑖𝑛

) ∈ 𝐼 

∑)ومنه  (𝑦𝑧𝑧)𝑝𝑗𝑞𝑗𝑓𝑖𝑛 ) < 𝑦𝑧𝑧 >< 𝑦𝑧𝑧 >⊆ 𝐼  وبما أن𝑦𝑧𝑧 ∉ 𝐼  فإن𝑝𝑗أو 𝑞𝑗 ∈ 𝐼: <

𝑦𝑧𝑧  jلكل  <

𝑝𝑗ليكن  اً ذإ = ∑ 𝑑𝑘𝑟𝑘𝑟𝑘
′𝑚

𝑘=1   , 𝑟𝑘  , 𝑟𝑘
′ ∈ 𝑇  :و عليه فإن 

𝑏 = (∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

) 𝑇𝑇 + ∑(𝑦𝑧𝑧)(∑ 𝑑𝑘𝑟𝑘𝑟𝑘
′

𝑚

𝑘=1

)𝑞𝑗

𝑓𝑖𝑛

  

3(𝑦𝑧𝑧)بوليانية فإن   𝑇وبما أن  = 𝑦𝑧𝑧 :وبالتالي 
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𝑏 = (∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

) 𝑇𝑇 + ∑(𝑦𝑧𝑧)(𝑦𝑧𝑧)(𝑦𝑧𝑧)(∑ 𝑑𝑘𝑟𝑘𝑟𝑘
′

𝑚

𝑘=1

)𝑞𝑗

𝑓𝑖𝑛

    

𝑏 = (∑ 𝑎𝑖

𝑛

𝑖=1

) 𝑇𝑇 + ∑(𝑦𝑧𝑧)(∑(𝑦𝑧𝑧)(𝑦𝑧𝑧)𝑑𝑘)𝑟𝑘𝑟𝑘
′

𝑚

𝑘=1

𝑞𝑗

𝑓𝑖𝑛

∈ 𝐽 

𝐼وبالتالي فإن  ⊆ 𝐽، اً إذ 𝐼 = 𝐽 وبالتالي المثالية ,𝐼  وهذا تناقض كون  ،ليدمنتهية التو𝐼 ∈ 𝐾 ،اً إذ 
𝑇 .حلقة ثلاثية نوثرية 

 

 نتائج وخاتمة:

على  بهدف التعرف ،عالجنا في هذا البحث خواص أهم المثاليات في الحلقات الثلاثية النوثرية
إيجاد عدة شروط  إلىوقد توصلنا  ،خواصها كمسألة مناظرة لما هو مدروس في الحلقات العادية

الخواص مماثلة  وكانت هذه ،مثاليات بعضها ببعض في الحلقات الثلاثية النوثريةوخواص تربط هذه ال
بعض الخواص  وهنالك ،اختلاف البنيتين الجبريتين لهما لنظائرها في الحلقات العادية على الرغم من

حيث  ،9.2لم تتحقق في الحلقات الثلاثية النوثرية إلا بعد إضافة شرط كما هو الحال في المبرهنة 
 نا بإضافة شرط البوليانية على الحلقة الثلاثية.قم
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 المجلة ضمنها ةالتي تمت فهرس قواعد البيانات
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