
5 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



7 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



8 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 



9 
 

 الهيئة الاستشارية لمجلة جامعة حلب في المناطق المحررة

 أ.د عبد الكريم بكار            أ.د زكريا ظلام           د. جلال الدين خانجي         

 د. أسامة القاضي         أ.د. أسامة اختيار       إبراهيم أحمد الديبو  أ. د         

 د. يحيى عبد الرحيم                                       

 

 هيئة تحرير مجلة جامعة حلب في المناطق المحررة

 رئيس هيئة التحرير

 أ.د عبد العزيز الدغيم

 الاجتماعيةالبحوث الإنسانية و  البحوث التطبيقية

 د. أحمد بكارأ.

 تحريرة النائب رئيس هيئ

 

 عضوا      أ.د. جواد أبو حطب  

 عضوا        أ.د. عبد الله حمادة 

 عضوا        د. محمد يعقوب    

 عضوا         د. كمال بكور     

 عضوا           د. علي السلوم 

 عضوا         د. محمود الموسى

 عضوا    د. محمد نهاد كردية  أ.

 ياء الدين القالشضد. 

 تحريرالنائب رئيس هيئة 
 

 عضوا       ادر الشيخأ.د عبد الق

 عضوا       زيز الع سهام عبد د.

 عضوا             د. عماد كنعان

 عضوا           د. ماجد عليوي 

 عضوا           د. أحمد العمر  

 

 

 أمين المجلة: هاني الحافظ

 



10 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



11 
 

 حلب في المناطق المحررةمجلة جامعة 

ة،ّتصدرّباللغةّالعربية،ّتختصّبنشرّالبحوثّالعلميةّمةّفصليّ ةّمحكّ ةّعلميّ مجلّ 
 ّفرّفيهاّشروطّالبحثّالعلم ّفكاايمميةّف ّمختل ّالتخصصات،ّتتوّوالدراساتّالأ

الإحاطةّوالاستقصاءّومنهجّالبحثّالعلم ّوخطواته،ّوذلكّعلىّصعيديّالعلومّ
ّعيةّوالعلومّالأساسيةّوالتطبيقية.الإنسانيةّوالاجتما

ّرؤية المجلة:

ّة.تتطلعّالمجلةّإلىّالريايةّوالتميزّف ّنشرّالأبحاثّالعلميّ 

ّرسالة المجلة:

مةّوفقّالإسهامّالفع الّف ّخدمةّالمجتمعّمنّخلالّنشرّالبحوثّالعلميّ  ةّالمحك 
ّالمعاييرّالعلميةّالعالمية.

 أهداف المجلة:

ّة.مختل ّالتخصصاتّالعلميّ نشرّالعلمّوالمعرفةّف ّّ-

ّحلبّف ّالمناطقّالمحررةّومؤسساتّتوطيدّالشراكااتّالعلميةّوالفكريةّبينّجامعةّ-
ّالمجتمعّالمحل ّوالدول .

ّ.أنّتكونّالمجلةّمرجعاًّعلمياًّللباحثينّف ّمختل ّالعلومّ-

ّ
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 معايير النشر في المجلة:

 ةّالعربية.ةّباللغتنشرّالمجلةّالأبحاثّوالدراساتّالأكاايمميةّف ّمختل ّالتخصصاتّالعلميّ  -1

ّالت ّتتوفرّفيهاّالأصالةّوالابتكار،ّواتباعّالمنهجيةّالسليمة،ّوالتوثيقتنشرّالمجلةّالبحوثّ -2

 العلم ّمعّسلامةّالفكرّواللغةّوالأسلوب.

وغيرّمنتشترطّالمجلةّ -3  خر.آموقعّشورّأوّمقدمّلأيّمجلةّأخرىّأوّأنّمكونّالبحثّأصيلاًّ

لتركيةّلغتينّايترجمّعنوانّالبحثّواسمّالباحثّوالمشاركينّأوّالمشرفينّإنّوجدواّإلىّال -4

 نكليزية.والا

باللغاتّالثلاثّيرفقّبالبحثّ -5 والإنكليزيةملخصّعنهّ -200لاّيتجاوزّعلىّأّوالتركيةّالعربيةّ

 .مترجمةّ،ّوبخمسّكلماتّمفتاحيةكلمة250ّ

 (.(APA7يلتزمّالباحثّبتوثيقّالمراجعّوالمصايرّوفقاًّلنظامّجمعيةّعلمّالنفسّالأمريكيةّ -6

 صفحة.20ّبحثّعلىّألاّيزيدّاليلتزمّالباحثّ -7

ترسلّالبحوثّالمقدمةّلمحكمينّمتخصصين،ّممنّمشهدّلهمّبالنزاهةّوالكفاءةّالعلميةّف ّ -8

مّثالثّف ّحالّرفضهّأحدّ تقييمّالأبحاث،ّويتمّهذاّبطريقةّسرية،ّويعرضّالبحثّعلىّمحك 

مين.  المحك 

 يوماً.15ّيلتزمّالباحثّبإجراءّالتعديلاتّالمطلوبةّخلالّ -9

ولّالنشرّأوّالاعتذارّعنه،ّولاّمعايّالبحثّإلىّصاحبهّإذاّلمّمقبل،ّولاّيبلغّالباحثّبقب -10

 تقدمّأسبابّرفضهّإلىّالباحث.

 .محصلّالباحثّعلىّوثيقةّنشرّتؤكدّقبولّبحثهّللنشرّبعدّموافقةّالمحكمينّعليه -11

تعب رّالأبحاثّالمنشورةّف ّالمجلةّعنّآراءّأصحابها،ّلاّعنّرأيّالمجلة،ّولاّتكونّهيئةّ -12

ّالمجلةّمسؤولةّعنها.ّتحرير
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 البحث: ملخص

درسنا في هذا البحث بعض العناصر الخاصة )المنتظمة وعديمة القوة والجامدة( في الحلقات 
 للصفر والقابلة للقلب على غرار ما هو معروف في الحلقات العاديةالثلاثية وعرّفنا العناصر القاسمة 

وتوصلنا إلى عدة نتائج تربط هذه العناصر بعضها ببعض أهمها: كل عنصر قابل للقلب في حلقة 
قابل  𝑢عديم القوة و  𝑥إذا كان  𝑇في حلقة ثلاثية واحدية وتبديلية  منتظم،ثلاثية واحدية هو عنصر 

𝑢للقلب فإن   − 𝑥  إذا كانت  للقلب، قابلاا𝑇  ومنتظمة فإنحلقة ثلاثية واحدية : 

 (T\𝑈𝑇 ⊆ 𝑍𝑇)   T\𝑍𝑇 ⊆ 𝑈𝑇  

 
 .للصفرقاسم ، قابل للقلب ،الحلقات العادية ثلاثية،حلقة مفتاحية: كلمات 
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Zero Divisor and Unit Elements in Ternary Rings 

 

Prepared by: 

 

Mr. Murhaf Alabdullah            Dr Jihad AlJradeen 

 

Abstract 

          In this paper, we studied some special elements (regular, nilpotent 

and idempotent) in the ternary rings. And we defined the elements that zero divisor 

and unit  similar to what is known as rings. And we reached several results that 

bind these elements together, the most important of which: Each element is unit in 

an unitary ternary ring is a regular element, In a commutative and  unitary ternary 

ring T if x is nilpotent and u is unit  then u-x is unit, If T is a regular and  unitary 

ternary ring then: (T\𝑈𝑇 ⊆ 𝑍𝑇)   T\𝑍𝑇 ⊆ 𝑈𝑇 

 

Keywords: Ternary Ring, ordinary rings ,zero divisor, unit, Regular. 
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Üçlü halkaların sıfır bölen ve ters çevrilebilir elemanları 

 

Hazırlayanlar: 

 

Murhaf El-Abdullah        Dr. Çihad El-Jaradin 

 

 

Araştırma Özeti: 

Bu araştırmada üçlü halkalarda bazı özel elemanları (düzenli, güçsüz ve katı) 

inceledik ve sıradan halkalarda bilinene benzer sıfır köşegen ve ters çevrilebilir 

elemanları tanımladık ve bu elemanları birbirine bağlayan birkaç sonuca ulaştık. 

aralarında en önemlileri: Tek bir üçlü döngüdeki çevrilebilir her eleman bir düzenli 

elemandır,   

 

Anahtar Kelimeler: üçlü halka, normal halkalar, tersinir, sıfır bölen 
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 مقدمة:

 ،[1]م في البحث 1971عام   W. G. Lister ة الثلاثية على يد الباحثظهر مفهوم الحلق
وظهرت  ا،فيهونشرت أبحاث عن هذه الحلقات وبعض العناصر الخاصة فيها والمثاليات والانتظام 

 . [6]في الآونة الأخيرة دراسات عن بعض العناصر الخاصة في شبه الحلقات الثلاثية

ثم دراسة  لثلاثية،امة للصفر والقابلة للقلب وخواصها في الحلقات العناصر القاس البحث دراسةيتناول 
 أهم الخواص التي تربط عناصر الحلقة الثلاثية ببعضها.

 الهدف من البحث:

الثلاثية  في الحلقات والقابلة للقلبيهدف هذا البحث النظري إلى دراسة العناصر القاسمة للصفر 
بعناصر الحلقة الثلاثية، مما يؤدي إلى فتح آفاق جديدة  أهم الخواص والنتائج التي تربطها وإيجاد

 للباحثين في الجبر بشكل عام.

 البحث: منهج

طريقة جبرية استنباطية تعتمد على المراجع العلمية التخصصية في استخلاص  الباحث استخدم
 النتائج.

 تعاريف1 .  
 الأولى ثنائية داخليتين،ن معرف عليها عمليتي خالية،مجموعة ما غير  𝑇لتكن  [2] 1.1تعريف 

.)والعملية الثانية ثلاثية تدعى الضرب ونرمز لها بـ  ،(+)نرمز لها بـ و تدعى الجمع  . يقال إن (
(𝑇 , + , . , 𝑇)إذا كانت  ثلاثية،حلقة  ( زمرة تبديلية وكانت عملية الضرب الثلاثي تحقق  (+

 الشروط التالية:

1- (𝑎𝑏𝑐)𝑑𝑒 =  𝑎(𝑏𝑐𝑑)𝑒 =  𝑎𝑏(𝑐𝑑𝑒) 
2- (𝑎 + 𝑏)𝑐𝑑 =  𝑎𝑐𝑑 +  𝑏𝑐𝑑 
3- 𝑎(𝑏 + 𝑐)𝑑 =  𝑎𝑏𝑑 +  𝑎𝑐𝑑 
4- 𝑎𝑏(𝑐 + 𝑑)  =  𝑎𝑏𝑐 +  𝑎𝑏𝑑 

, 𝑎وذلك أياا كان  𝑏 , 𝑐 , 𝑑 , 𝑒 ∈ 𝑇.  وسنرمز بـ𝑇   للحلقة الثلاثية(𝑇 , + , .). [1] 
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الذي  (+ , 𝑇)مرة فإننا نسمي عنصر الوحدة في الز  ثلاثية،حلقة  𝑇إذا كانت   [2] 2.1تعريف 
 وهو يحقق: ،𝑇بصفر الحلقة الثلاثية  0سنرمز له بـ 

0𝑥𝑦 = 𝑥0𝑦 = 𝑥𝑦0 = 0   &    0 + 𝑥 = 𝑥 + 0 = 𝑥 ∀  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 
 

𝑒إذا وجد عنصر  ثلاثية،حلقة  𝑇لتكن [2] 3.1تعريف  ∈ 𝑇  :بحيث أن 
𝑒𝑒𝑥 = 𝑒𝑥𝑒 = 𝑥𝑒𝑒 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑇 

وفي هذه الحالة  .حلقة ثلاثية بعنصر وحدة 𝑇وتدعى  𝑇عنصر الوحدة في الحلقة الثلاثية  𝑒يسمى 
𝑥𝑦𝑒يتحقق:  = 𝑥𝑒𝑦 = 𝑒𝑥𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇 :لأن 

𝑥𝑦𝑒 = 𝑥(𝑒𝑦𝑒)𝑒 = 𝑥𝑒(𝑦𝑒𝑒) = 𝑥𝑒𝑦 = (𝑒𝑒𝑥)𝑒𝑦 = 𝑒(𝑒𝑥𝑒)𝑦 = 𝑒𝑥𝑦 
 

 إنها حلقة ثلاثية تبديلية إذا تحقق الشرط التالي: 𝑇ثية يقال عن حلقة ثلا [3] 4.1تعريف 

𝑎𝑏𝑐 =  𝑐𝑏𝑎 =  𝑎𝑐𝑏 =  𝑏𝑐𝑎 =  𝑐𝑎𝑏 =  𝑏𝑎𝑐   ∀  𝑎, 𝑏, 𝑐 𝜖 𝑇 
 

, Tإنها حلقة جزئية ثلاثية من  Sيقال عن  (،+,T( زمرة جزئية من )+,Sلتكن ) [3] 5.1تعريف 
𝑎𝑏𝑐إذا حققت الشرط التالي:  ∈ 𝑆     ∀ 𝑎 , 𝑏 , 𝑐 ∈ 𝑆 

 
بالشّكل  𝐶𝑇يُعرّف مركز هذه الحلقة والذي سنرمز له بـ  ثلاثية،حلقة  Tلتكن [4]  6.1تعريف 
𝐶𝑇التالي:  = { 𝑥 ∈ 𝑇 ∶ 𝑥. 𝑟. 𝑠 = 𝑟. 𝑠. 𝑥 ∀ 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑇 } 

 
جامد  إنه عنصر 𝑥. يقال عن 𝑇عنصراا من  𝑥وليكن  ثلاثية،حلقة  𝑇لتكن [5,6]  7.1تعريف 
𝑥𝑥𝑥: إذا تحقق = 𝑥3 = 𝑥   وسنرمز بـ𝐼𝑑𝑇  لمجموعة العناصر الجامدة في𝑇. 

 
إنه عنصر منتظم في  𝑎. يقال عن 𝑇عنصراا من   𝑎وليكن  ثلاثية،حلقة  𝑇لتكن  [4] 8.1تعريف 

𝑇 إذا وجد عنصر ,𝑥  من𝑇 بحيث أن :𝑎 = 𝑎. 𝑥. 𝑎  وسنرمز بـ𝑅𝑒𝑔𝑇  لمجموعة العناصر
𝑅𝑒𝑔𝑇إنها حلقة ثلاثية منتظمة إذا كان    𝑇. ويقال عن 𝑇 المنتظمة في = 𝑇. 
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إنه عنصر عديم القوة  𝑎. يقال عن 𝑇عنصراا من   𝑎وليكن  ثلاثية،حلقة  𝑇لتكن  [6] 9.1تعريف 
𝑎𝑛: بحيث أن 𝑛, إذا وجد عدد فردي موجب 𝑇في  = لمجموعة العناصر عديمة  𝑁𝑇وسنرمز بـ  0

 .𝑇ي القوة ف
 . النتائج الأساسية للبحث  2

 1.2تعريف 

ين )اليسار , جانبي( إذا من اليم إنه قاسم للصفر 𝑇من حلقة ثلاثية  𝑎نقول عن عنصر  
𝑏  انعنصر  لديناكان  ≠ 𝑐و  0 ≠ 𝑏𝑐𝑎ن  إحيث  𝑇من  0 = 0(𝑎𝑏𝑐 = 0( )𝑏𝑎𝑐 = 0 )

 على الترتيب.

 للصفرمن اليمين واليسار معاا. اا ان قاسمإنه قاسم للصفر من الجانبين إذا ك 𝑎ونقول عن  -
 للصفرمن اليمين واليسار وجانبي معاا. اا إنه قاسم للصفر إذا كان قاسم 𝑎ونقول عن  -

 .𝑇لمجموعة العناصر القاسمة للصفر في  𝑍𝑇وسنرمز بـ 

 2.2أمثلة 

0فإن  𝑇أياا كانت الحلقة الثلاثية  (1 ∈ 𝑍𝑇 

𝑇إذا كانت  (2 = 𝑍𝑇حالة في هذه ال {0} = ∅ 

𝑍𝑇قد تكون  (3 = 𝑍5فقط, فمثلاا  {0} = 𝑍𝑇حلقة ثلاثية واحدية فيها  {0,1,2,3,4} = {0} 

𝑍𝑇قد تكون  (4 = 𝑇   فمثلاا𝑍6 = 𝑍𝑇حلقة ثلاثية واحدية فيها  {0,1,2,3,4,5} = 𝑇 

,𝑇)إذا كانت  (5  ي كما يلي:عملية الضرب الثلاث 𝑇زمرة تبديلية وعرّفنا على  (+

𝑥. 𝑦. 𝑧 = 0 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑇 

,𝑇)عندئذ  +, . 𝑍𝑇حلقة ثلاثية فيها  ( = 𝑇 

  3.2تعريف 

إنه  𝑥. نقول عن 𝑇عنصراا ما من  𝑥وليكن  ،𝑒حلقة ثلاثية واحدية عنصر وحدتها  𝑇لتكن 
,𝑦قابل للقلب من اليمين )اليسار()جانبي( إذا وجد  𝑧 ∈ 𝑇 :بحيث يكون 
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                        (𝑦𝑥𝑧 = 𝑒)     (𝑦𝑧𝑥 = 𝑒)   𝑥𝑦𝑧 = 𝑒    .على الترتيب 

 للقلب من اليمين واليسار معاا. إنه قابل للقلب من الجانبين إذا كان قابلاا  𝑥ونقول عن  -
 للقلب من اليمين واليسار وجانبي معاا. إنه قابل للقلب إذا كان قابلاا  𝑥ونقول عن  -

 .𝑇صر القابلة للقلب في الحلقة الثلاثية لمجموعة العنا 𝑈𝑇وسنرمز بـ 

 4.2أمثلة 

1) 𝑍5 = 𝑈𝑇( ولدينا 1حلقة ثلاثية واحدية عنصر وحدتها ) {0,1,2,3,4} = {(1,2,3)} 

2) 𝑍7 =  ( ولدينا1حلقة ثلاثية واحدية عنصر وحدتها ) {0,1,2,3,4,5,6}

 𝑈𝑇 = {(1,2,4), (1,3,5), (2,3,6)} = 𝑇 − {0} 

3)  𝑍6 = 𝑈𝑇( ولدينا 1حلقة ثلاثية واحدية عنصر وحدتها ) {0,1,2,3,4,5} = ∅ 

 5.2نتائج 

′𝑏عندئذٍ يوجد  𝑇عنصراا منتظماا في 𝑎إذا كان  (1 ∈ 𝑇  :بحيث يكون𝑎 = 𝑎𝑏′𝑎 
𝑏يوجد و  = 𝑏′𝑎𝑏′  من𝑇  ن: إبحيث𝑎 = 𝑎𝑏𝑎 & 𝑏 = 𝑏𝑎𝑏 

 البرهان
 𝑎𝑏𝑎 = 𝑎(𝑏′𝑎𝑏′)𝑎 = (𝑎𝑏′𝑎)𝑏′𝑎 = 𝑎𝑏′𝑎 = 𝑎                       

   𝑏𝑎𝑏 = (𝑏′𝑎𝑏′)𝑎𝑏 = 𝑏′(𝑎𝑏′𝑎)𝑏 = 𝑏′𝑎𝑏 = 𝑏′𝑎(𝑏′𝑎𝑏′)  
= 𝑏′(𝑎𝑏′𝑎)𝑏′ = 𝑏′𝑎𝑏′ = 𝑏                              

𝑏جد فإنه يو  𝑇عنصراا منتظماا في حلقة ثلاثية واحدية  𝑎إذا كان  2) ∈ 𝑇  بحيث يكون𝑎 = 𝑎𝑏𝑎 ,
𝑓فإذا وضعنا  = 𝑎𝑏𝑒 , 𝑓′ = 𝑏𝑎𝑒  حيث𝑒  هو عنصر الوحدة في𝑇 فإن ,𝑓, 𝑓′ .جامدان 

 البرهان
  𝑓3 = 𝑓. 𝑓. 𝑓 = (𝑎𝑏𝑒). [𝑎. 𝑏. 𝑒]. (𝑎𝑏𝑒) = [(𝑎𝑏𝑒). 𝑎. 𝑏]. 𝑒. (𝑎𝑏𝑒) 

= [(𝑒𝑎𝑏). 𝑎. 𝑏]. 𝑒. (𝑎𝑏𝑒) = [𝑒. (𝑎𝑏𝑎). 𝑏]. 𝑒. (𝑎𝑏𝑒)          
           = [𝑒. 𝑎. 𝑏]. 𝑒. (𝑎𝑏𝑒) = [𝑎. 𝑏. 𝑒]. 𝑒. (𝑎𝑏𝑒) = 𝑎. [𝑏. 𝑒. 𝑒]. (𝑎𝑏𝑒)  

= 𝑎. 𝑏. (𝑎. 𝑏. 𝑒) = (𝑎. 𝑏. 𝑎)𝑏. 𝑒 = 𝑎. 𝑏. 𝑒 = 𝑓                    
     𝑓′3 = 𝑓′. 𝑓′. 𝑓′ = (𝑏𝑎𝑒). [𝑏. 𝑎. 𝑒]. (𝑏𝑎𝑒) = [(𝑏𝑎𝑒). 𝑏. 𝑎]. 𝑒. (𝑏𝑎𝑒) 
     = [(𝑒𝑏𝑎). 𝑏. 𝑎]. 𝑒. (𝑏𝑎𝑒) = [𝑒. 𝑏. (𝑎𝑏𝑎)]. 𝑒. (𝑏𝑎𝑒)                

           = [𝑒. 𝑏. 𝑎]. 𝑒. (𝑏𝑎𝑒) = [𝑏. 𝑎. 𝑒]. 𝑒. (𝑏𝑎𝑒) = 𝑏. [𝑎. 𝑒. 𝑒]. (𝑏𝑎𝑒)  
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         = 𝑏. 𝑎. (𝑏. 𝑎. 𝑒) = 𝑏. (𝑎. 𝑏. 𝑎). 𝑒 = 𝑏. 𝑎. 𝑒 = 𝑓′                         
 ثية واحدية عندئذ:حلقة ثلا 𝑇لتكن  3) 

𝑒فإن  𝑇جامداا في  𝑓إذا كان  − 𝑓. 𝑓. 𝑒  جامد في𝑇  حيث𝑒   هو عنصر الوحدة في𝑇. 
 البرهان

 (𝑒 − 𝑓𝑓𝑒)3 = (𝑒 − 𝑓𝑓𝑒). (𝑒 − 𝑓𝑓𝑒). (𝑒 − 𝑓𝑓𝑒) 
𝑎)}الذي هو 𝑇باستخدام الشرط الثاني في تعريف + 𝑏)𝑐𝑑 =  𝑎𝑐𝑑 +  𝑏𝑐𝑑} :نجد 

= 𝑒. (𝑒 − 𝑓𝑓𝑒). (𝑒 − 𝑓𝑓𝑒) − 𝑓𝑓𝑒. (𝑒 − 𝑓𝑓𝑒). (𝑒 − 𝑓𝑓𝑒) 
𝑎(𝑏}الذي هو 𝑇باستخدام الشرط الثالث في تعريف + 𝑐)𝑑 = 𝑎𝑏𝑑 +  𝑎𝑐𝑑} :نجد 

             = 𝑒. 𝑒. (𝑒 − 𝑓𝑓𝑒) − 𝑒. (𝑓𝑓𝑒). (𝑒 − 𝑓𝑓𝑒) − (𝑓𝑓𝑒). 𝑒. (𝑒 − 𝑓𝑓𝑒) 
+(𝑓𝑓𝑒). (𝑓𝑓𝑒). (𝑒 − 𝑓𝑓𝑒)                                           

𝑎𝑏(𝑐}الذي هو𝑇باستخدام الشرط الرابع في تعريف  + 𝑑)  =  𝑎𝑏𝑐 +  𝑎𝑏𝑑} :نجد 
 = 𝑒. 𝑒. 𝑒 − 𝑒. 𝑒. (𝑓𝑓𝑒) − 𝑒. (𝑓𝑓𝑒). 𝑒 + 𝑒. (𝑓. 𝑓. 𝑒). (𝑓𝑓𝑒) 
   −(𝑓𝑓𝑒). 𝑒. 𝑒 + (𝑓. 𝑓. 𝑒). 𝑒. (𝑓𝑓𝑒) + (𝑓𝑓𝑒). (𝑓. 𝑓. 𝑒). 𝑒 
−(𝑓𝑓𝑒). (𝑓. 𝑓. 𝑒). (𝑓𝑓𝑒) ………(∗)                             

 الذي هو 𝑇بالاستفادة من الشرط الأول في تعريف  (∗)الآن لنحسب كل حد في 
{(𝑎𝑏𝑐)𝑑𝑒 =  𝑎(𝑏𝑐𝑑)𝑒 =  𝑎𝑏(𝑐𝑑𝑒)} فنجد: 

1) 𝑒. 𝑒. 𝑒 = 𝑒 
2) 𝑒. 𝑒. (𝑓𝑓𝑒) = (𝑒𝑒𝑓). 𝑓. 𝑒 = 𝑓. 𝑓. 𝑒 
3) 𝑒. (𝑓𝑓𝑒). 𝑒 = 𝑒. 𝑓. (𝑓𝑒𝑒) = 𝑒. 𝑓. 𝑓 = 𝑓. 𝑓. 𝑒 
4) 𝑒. (𝑓. 𝑓. 𝑒). (𝑓𝑓𝑒) = 𝑒. (𝑒. 𝑓. 𝑓). (𝑓𝑓𝑒) = (𝑒. 𝑒. 𝑓). 𝑓. (𝑓𝑓𝑒) =

𝑓. 𝑓. (𝑓𝑓𝑒) = (𝑓𝑓𝑓). 𝑓. 𝑒 = 𝑓. 𝑓. 𝑒 
5) (𝑓𝑓𝑒). 𝑒. 𝑒 = 𝑓. 𝑓. (𝑒𝑒𝑒) = 𝑓. 𝑓. 𝑒 
6) (𝑓. 𝑓. 𝑒). 𝑒. (𝑓𝑓𝑒) = 𝑓. (𝑓. 𝑒. 𝑒). (𝑓𝑓𝑒) = 𝑓. 𝑓. (𝑓𝑓𝑒) = (𝑓𝑓𝑓). 𝑓. 𝑒 =

𝑓. 𝑓. 𝑒 
7) (𝑓𝑓𝑒). (𝑓. 𝑓. 𝑒). 𝑒 = (𝑓𝑓𝑒). 𝑓. (𝑓. 𝑒. 𝑒) = (𝑓𝑓𝑒). 𝑓. 𝑓 = 𝑓. 𝑓. (𝑒𝑓𝑓) =

𝑓. 𝑓. (𝑓𝑓𝑒) = (𝑓𝑓𝑓). 𝑓. 𝑒 = 𝑓. 𝑓. 𝑒 
8) (𝑓𝑓𝑒). (𝑓. 𝑓. 𝑒). (𝑓𝑓𝑒) = (𝑓𝑓𝑒). (𝑓. 𝑓. 𝑒). (𝑒𝑓𝑓) =

(𝑓𝑓𝑒). 𝑓. [𝑓. 𝑒. (𝑒𝑓𝑓)] = (𝑓𝑓𝑒). 𝑓. [𝑓. (𝑒𝑒𝑓). 𝑓] =

(𝑓𝑓𝑒). 𝑓. [𝑓. 𝑓. 𝑓] = (𝑓𝑓𝑒). 𝑓. 𝑓 = (𝑒𝑓𝑓). 𝑓. 𝑓 = 𝑒. 𝑓. (𝑓𝑓𝑓) =

𝑒. 𝑓. 𝑓 = 𝑓. 𝑓. 𝑒 
 ( فنجد:∗الآن لنعوض ناتج كل حد بما يساويه في العلاقة )

(𝑒 − 𝑓𝑓𝑒)3 = 𝑒 − 𝑓. 𝑓. 𝑒 − 𝑓. 𝑓. 𝑒 + 𝑓. 𝑓. 𝑒 − 𝑓. 𝑓. 𝑒 
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                            +𝑓. 𝑓. 𝑒 + 𝑓. 𝑓. 𝑒 − 𝑓. 𝑓. 𝑒 = 𝑒 − 𝑓. 𝑓. 𝑒 

𝑥 وإذا كان  𝑒في حلقة ثلاثية واحدية عنصر وحدتها   (4 ∈ 𝑁𝑇  فإن𝑒 − 𝑥 ∈ 𝑈𝑇  

 البرهان

𝑥𝑛أي  𝑥درجة انعدام  𝑛لنفرض أن  =  عدد فردي موجب. 𝑛حيث  0

 لدينا الآن

(𝑒 − 𝑥)𝑒(𝑒 + 𝑥 + 𝑒𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 + ……+ 𝑥𝑛−2 + 𝑒𝑥𝑥𝑛−2)

= 𝑒𝑒(𝑒 + 𝑥 + 𝑒𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 + ……+ 𝑥𝑛−2

+ 𝑒𝑥𝑥𝑛−2)

− 𝑥𝑒(𝑒 + 𝑥 + 𝑒𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 + ……+ 𝑥𝑛−2

+ 𝑒𝑥𝑥𝑛−2)

= 𝑒 + 𝑥 + 𝑒𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 + ……+ 𝑥𝑛−2 + 𝑒𝑥𝑥𝑛−2

− 𝑥𝑒𝑒 − 𝑥𝑒𝑥 − 𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑥𝑒𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 − ……

− 𝑥𝑒𝑥𝑛−2 − 𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥𝑛−2

= 𝑒 + 𝑥 + 𝑒𝑥𝑥 + 𝑥𝑥𝑥 + 𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 + ……+ 𝑥𝑛−2 + 𝑒𝑥𝑥𝑛−2

− 𝑥 − 𝑒𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥 − 𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 − ……− 𝑒𝑥𝑥𝑛−2

− 𝑥𝑥𝑥𝑛−2 = 𝑒 − 𝑥𝑛 = e 

𝑒وبالتالي  − 𝑥 .قابل للقلب من اليمين 

𝑒نبرهن أن  نفسها الطريقةبو  − 𝑥  قابل للقلب من اليسار وجانبي وبالتالي يكون𝑒 − 𝑥  للقلب. قابلاا 

𝑥إذا كان  𝑇في حلقة ثلاثية واحدية وتبديلية  (5 ∈ 𝑁𝑇  و𝑢 ∈ 𝑈𝑇   فإن𝑢 − 𝑥 ∈ 𝑈𝑇 

 البرهان

 .𝑇عنصر الوحدة في الحلقة  𝑒ليكن 

𝑥 (𝑥𝑛درجة انعدام  𝑛لنفرض أن  =  عدد فردي موجب. 𝑛حيث  ،(0

𝑢بما أن  ∈ 𝑈𝑇  فإنه يوجد𝑦, 𝑧 ∈ 𝑇،  ن:إبحيث 

𝑦𝑧𝑢 = 𝑦𝑢𝑧 = 𝑢𝑦𝑧 = 𝑒 
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 من جهة ثانية

𝑢 − 𝑥 = 𝑢𝑒𝑒 − 𝑒𝑒𝑥 = 𝑢𝑒𝑒 − 𝑢𝑦𝑧𝑒𝑥 = 𝑢𝑒(𝑒 − 𝑦𝑧𝑥) 

 ولدينا

𝑥𝑛 = 0 ⟹ 𝑦𝑛𝑧𝑛𝑥𝑛 = 0 ⟹ (𝑦𝑧𝑥)𝑛 = 0 ⟹ 𝑦𝑧𝑥 ∈ 𝑁𝑇 

𝑒( يكون 4وبالتالي بحسب النتيجة ) − 𝑦𝑧𝑥 ∈ 𝑈𝑇 ومنه ينتج:  

𝑢 − 𝑥 = 𝑢𝑒(𝑒 − 𝑦𝑧𝑥) ∈ 𝑈𝑇  ∎ 

 نتظم.كل عنصر قابل للقلب في حلقة ثلاثية واحدية هو عنصر م (6

 البرهان

 .𝑇عنصر الوحدة في الحلقة  𝑒ليكن 

𝑢إذا كان  ∈ 𝑈𝑇  عندئذٍ يوجد𝑦, 𝑧 ∈ 𝑇،  ن:إبحيث 

𝑦𝑧𝑢 = 𝑦𝑢𝑧 = 𝑢𝑦𝑧 = 𝑒 

 من جهة ثانية لدينا 

𝑢 = 𝑒𝑒𝑢 = (𝑢𝑦𝑧)𝑒𝑢 = 𝑢(𝑦𝑧𝑒)𝑢 = 𝑢𝑥𝑢   ;   𝑥 = 𝑦𝑧𝑒 ∈ 𝑇 

 ∎ عنصر منتظم. 𝑢وبالتالي 

  6.2مبرهنة 

 منتظمة فإن:و  ،ة ثلاثية واحديةحلق 𝑇إذا كانت 

(T\𝑈𝑇 ⊆ 𝑍𝑇)   T\𝑍𝑇 ⊆ 𝑈𝑇 

 البرهان

 ∀𝑥 ∈ T\𝑍𝑇   ⇒ 𝑥 ∉ 𝑍𝑇 

𝑦منتظمة فإنه يوجد  𝑇وبما أن  ∈ 𝑇،  ن: إبحيث𝑥 = 𝑥𝑦𝑥 

 𝑥 = 𝑥𝑦𝑥 ⟹ 𝑥 − 𝑥𝑦𝑥 = 0 ⟹ (𝑒 − 𝑒𝑥𝑦)𝑒𝑥 = 0
𝑥∉𝑍𝑇
⇒  𝑒 − 𝑒𝑥𝑦 = 0 ⟹

𝑒𝑥𝑦 = 𝑒
𝑇 حيادي 𝑒
⇒     𝑥𝑒𝑦 = 𝑒 
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 ومن جهة أخرى لدينا 

𝑥 − 𝑥𝑦𝑥 = 0 ⟹ 𝑥𝑒(𝑒 − 𝑒𝑦𝑥) = 0
𝑥∉𝑍𝑇
⇒  𝑒 − 𝑒𝑦𝑥 = 0 ⟹ 𝑒𝑦𝑥 = 𝑒 

  :وبالتالي ينتج

𝑒𝑥𝑦 = 𝑥𝑒𝑦 =  𝑒𝑦𝑥 = 𝑒 ⟹ 𝑥 ∈ 𝑈𝑇 ∎ 

 نتائج وخاتمة:

عالجنا في هذا البحث بعض العناصر الخاصة في الحلقات الثلاثية وعرّفنا العناصر القاسمة للصفر 
للقلب في هذه الحلقات بهدف التعرف على خواصها كمسألة مناظرة لما هو مدروس في والقابلة 

 ،الحلقات العادية. وقد توصلنا إلى إيجاد عدة شروط وخواص تربط هذه العناصر بعضها ببعض
 وكانت هذه الخواص مماثلة لنظائرها في الحلقات على الرغم من اختلاف البنيتين الجبريتين لهما.
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